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Tal & mangder

Tal
Hvad er tal? Tal er et kunstigt og abstrakt vaerktgj, som bruges til at angive en bestemt mangde.

Tal er kunstige, fordi de er menneskeskabte! De er abstrakte, fordi man har valgt en lgsning,
hvor man bygger diverse optallinger pa 10 cifre: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 & 9. Der er nok ingen
tvivl om, at man har valgt at bruge 10 cifre, fordi det passer med antallet af fingre, sa man
nemmere kan telle og regne uden at bruge eksterne hjelpemidler. Man kunne vel i virkelighe-
den lige sa godt have valgt at benytte et system, hvor man benytter 2, 8, 16 eller 60. (Netop dis-
se tal naevnes, da man rent faktisk visse steder benytter (eller har benyttet) positionstalsystemer,
som bygger pa 2, 8, 16 eller 60 cifre — udover de normale 10 cifre.)

Taltyper
Man skelner mellem de naturlige tal, heltal, brgker (rationale tal), irrationale tal, reelle tal, ima-
ginare tal og komplekse tal.

De naturlige tal

De naturlige tal beskrives vha. en mangde, som man normalt angiver som N. Det er de tal, som
man kan teelle til, dvs.: 1, 2, 3, 4...

I de tidligste tider hvor mennesker har kunnet kommunikere, har man udelukkende benyttet
denne taltype, da aritmetik (regningsarter, dvs. addition, multiplikation etc.) ikke har veeret an-
vendt. Det har f.eks. varet vaesentligt, at man kunne angive, hvor mange geder, som man havde
i en indhegning etc.

Da tallet 0, er et relativt moderne faanomen, har man ikke haft 0 geder, man har haft

ingen geder.

Den forste brug af ”’0” i et positionstalsystem som er kendt, er fra ca. &r 1000 f.Kr.

Velger man at inkludere tallet 0 blandt de naturlige tal, skrives denne mangde, altsa meangden
af alle tal man kan teelle til SAMT NUL, som N, .

Heltal

Pa et tidspunkt i historien har man formentlig manglet en ged! Der har altsa veeret underskud i
antallet af geder, og nogen har fundet pa at udvide meengden af de naturlige tal (inklusive 0)
med de negative tal, altsa: -1, -2, -3...

Mengden af heltal skrives som Z .

Braker

Igen har behovet for nye tal eskaleret. To bender har haft to geder sammen. Man kan ogsa sige,
at hvis makkerskabet ophaves, sa har de hver en ged. Men hvis de to geder nu er en han og en
hun, sé er der chance for, at der en dag er tre geder. (Lige netop dén type matematik, ma vere
op til leeserens fantasi... Sperg evt. en biologilarer) Hvis de to bender nu gar hver til sit, har de
altsa halvanden (én plus en halv) ged hver, men det kan ikke skrives vha. heltal. Det kraever en
division, som ender med et resultat, som ikke er et helt tal. Eller med andre ord — det er en brgk.
Broker siges at vare en del af det rationale tallegeme. Endelige decimaltal er ogsa en del af det
rationale tallegeme.

Mangden af rationale tal skrives som Q.
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Irrationelle tal

Nu kan der ikke laengere hentes eksempler fra oldtidens bgnder. Hvis man udelukkende benytter
de fire elementare regnearter: addition (plus), subtraktion (minus), multiplikation (gange) og
division (dele), er der heller ikke behov for andre taltyper end dem, som allerede er beskrevet.

I nyere tid (dvs. i de seneste 4500 ar), er der dog opstaet et behov for en anden type tal. F.eks.
(pi). = kendes i dag vha. kraftige computere med over 1.241.100.000.000 decimaler. I virke-
ligheden er der dog uendeligt mange decimaler, og tallet kan derved ikke skrives som en brgk!
Dette er blot et enkelt eksempel pa et tal, som ikke kan skrives hverken som et helt tal eller som
en brgk. Inddrages ogsa potensregning og regning med f.eks. kvadratradder, viser det sig, at der
er rigtig mange (uendeligt mange) af den slags tal. Her er det ogsa vigtigt at huske, at begreber-
ne oo (uendeligt) og —o (Minus uendeligt) ogsa indgar i kategorien reelle tal.

Reelle tal

De reelle tal er foreningsmeaengden af alle brgker og alle irrationelle tal. Eller med andre ord —
alle tal, som ikke kan skrives som et heltal.

Den samlede mangde af reelle tal skrives som R.

| den daglige matematik, vil man ogsa sige, at R ogsa indeholder heltal, saledes at man som of-
test betragter R som alle (normale) tal”.

Vil man specificere, at der er tale udelukkende om positive reelle tal, skrives R, .

Alle positive reelle tal samt 0, skrives &R, .

Imaginere tal

Nu kunne man tro, at der ikke var behov for yderligere talkategorier. Det viser sig dog at vere
en fejlagtig antagelse. Man kan lgse f.eks. en andengradsligning og finde ud af, at den ikke har
nogen lgsning. Det er dog kun, hvis man tilgar problemet uden at kende til de imaginzre tal.
Grunden til at en andengradsligning ikke har nogen umiddelbare rgdder er, at diskriminanten er
negativ! Da det ikke (umiddelbart) er muligt at uddrage kvadratroden af et negativt tal (hvilket
er ngdvendigt, hvis ligningen lgses vha. standardformlen), kan udregningen ikke lade sig gare,
og det viser sig, at der ikke er nogen reelle rgdder til andengradsligningen.

Med de imaginaere tal, vil det veere muligt at udregne kvadratroden og fa et brugbart resultat.
Imaginere tal tilhgrer meengden C (Complex numbers)

Komplekse tal
Et komplekst tal er et tal, som indeholder bade en imaginer del og en reel del.

De imaginzre og komplekse tal er IKKE en del af kernestoffet pa HTX, og beskrives ikke yder-
ligere her.
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Taltyperne som mangder
Betragter man taltyperne som mengder, kan man sige at f.eks. de naturlige tal er en &gte del-
mangde af de reelle tal. Faktisk er alle taltyperne delmengder af de mere inkluderende taltyper.

NcZcQcRcC

Eller vist grafisk:

1,2.3, ...

Positive, hele tal

no_-n

X ,X
=

...=3,-2,-10g 0

0 og de negative, hele tal

\ﬂ,xel&

Brgker og decimaltal

Potenser og konstanter, f.eks. e og ., som ikke
kan udtrykkes ved M, Z eller ()

Komplekse tal (complex numbers), i
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Positionstalsystemer

I vores dagligdag (med det talsystem der bruges normalt) er der 10 forskellige cifre at arbejde
med. Det er tallene et (1) til ni (9) og sa nul (0).

Men det betyder heldigvis ikke, at der kun kan telles til 9. Det er her, at positionstalsystemet
kommer ind i billedet.

Nar man laeser en tekst, leeser man (i Danmark) fra venstre mod hgjre. Skal man derimod laese et
tal, sa leeses det (muligvis ubevidst) fra hgjre mod venstre. Hvorfor? Fordi et positionstalsystem
fungerer som falger herunder. Formentlig er det ogsa her verd at bemaerke, at man overalt i
verden primart benytter de “arabiske tal”. Det vil altsa sige, at talsystemet oprinder fra den ara-
biske kultur, hvor man jo som bekendt laeser fra hgjre mod venstre. Dette er dog udokumenteret,
men en rimelig antagelse.

Teeller (skriver) man fra O til 9 skriver man bare tallet. Skal man derimod skrive tallet ti (10),
skal der bruges to cifre.

I tallet 10, er cifret til hgjre lig med antallet af enere. Cifret til venstre er sa antallet af tiere. Sa-
ledes er 10 = 0 enere + 1 tier. Tallet 27 er lig med 7 enere og 2 tiere.

Sadan kan man fortsztte til 99, men teller man videre, skal der bruges tre cifre. Enere og tiere
stadigvaek, men nu ogsa hundreder. Bemaerk at 100 er lig med 10-10 — altsa ti tiere — ligesom en
tier var lig med 10-1 dvs. 10 enere...

Nar man nar op pa tal, som er 1.000 eller starre, inddeler man ofte tallene i grupper — bade nota-
tionsmaessigt og sprogligt. Dette ses — som antydet — ofte, nar man skriver tallene. Man kan sat-
te et punktum for hver tre cifre, sa tallet bliver nemmere at leese. (Matematisk set ikke et krav,
men i mange gkonomiske fag, er det en obligatorisk skrivemade. | matematikopgaver, ses det
helst, at man IKKE benytter tusindtalsseperatorer.)

De tre tal lengst mod hgjre er enere, tiere og hundreder. De naste tre tal er tusinder. Sa i stedet
for at hitte pa nye begreber teller man forfra, men ganger med tallet 1000, som sa ogsa er lig
med 10-10-10 = 103. Og sa fremdeles. Se ogsa afsnittet om store tal, for at navngive de starre
tal.

Tallet 45.671.325 bruges som eksempel:

| |
Antal millioner Antal tusinder Under tusind
(1.000.000 = 109) g ( = 109) z (1 = 10%
Hundreder Tiere Enere ?% Hundreder Tiere Enere H ;: Hundreder Tiere Enere
0 4 5 | i 6 7 1 |4 3 2 5
45 671 325
45-1.000.000 = 45.000.000 671- =671.000 325:1=1325

Altsa kan tallet opfattes som: 45.000.000 plus 671.000 plus 325

Sé tallet skrives (og udtales) som:
45 millioner 671 tusinde og 325

45.671.325
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Store og sma tal
Bliver tallene stagrre end en million, skal man veere helt klar over de muligheder, som eksisterer:
1. Man kan naturligvis skrive tallet med en masse nuller bagefter, men det er bade plads-
kraevende og sveert at overskue, sa det anbefales ikke.
2. Allerede efter tusind (1000) har talgrupperne (hver gruppe svarer til den forgaende
gruppe ganget med 1000), forskellige navne, som man kan skrive. F.eks. er 2000 milli-
oner lig med en milliard. 1000 milliarder er en billion etc.
Pas pa !!! Som angivet i falgende tabel, kan disse udtryk skifte navn, efter hvilken ver-
densdel man er i. Var iser pa vagt over for skrevne materialer. Kommer de f.eks. fra
U.S.A. kan tallenes navne vere anledning til store misforstaelser.
3. Man kan skrive et tal, og sd multiplicere det med en faktor, som er givet ved tallet 10
oplaftet i en potens. Typisk vil denne potens vare en faktor 3, da tusind svarer til
10-10-10 — altsa 103. F.eks. er tallet en million lig med 1-10°.
En million, som er lig med 105, kan ogsa skrives 1E6, hvilket ofte benyttes i computer-
programmer, avancerede lommeregnere etc.
Pa tabelform, kan store tal skrives som falger:
. Engineering - . q s SI- SI-
Tal Tier potens notation Dansk skrivemade US skrivemade symbol | praefiks
1 10° 1-10° Enlet One
d deka-
10 10t 10-10° Ti Ten irzusk pry dekae, ua
(1795)
h hekto-
100 102 100 ’ loo HUndrEde HundrEd grask £katov, |hekaton,ehun?irede
(1795)
k kilo-
1000 10° 110° Tusind Thousand sk Xfm!. Rhilion :ugnd
(1795)
10000 10* 10-10° Titusind Ten Thousand (myria)
M -
1000000 10° 1.10° Million Million T
(1873)
G iga-
1000000000 10° 110° Milliard Billion T T e
(1960)
T tera-
1000000000000 102 1.10° Billion Trillion T
(1960)
P ta-
1000000000000000 10 1.10° Billiard Quadrillion P p|eme, CL
(1975)
1.10° - L E |  exa
1000000000000000000 108 Trillion Quintillion ek £ Tex, 56ks for 1000°
(1975)
Etc ... Z | zetta-
Etc ... 102 Trilliard Sextillion %rfgai(f“s‘i‘;’;{‘s;-vZf;j"lggg’g"
(1991)
Y tta-
10% Kvadrillion Septillion greesk oo, o|m ou{ ?or ?oooﬁ
(1991)
107 Kvadrilliard Octillion
10% Kvintillion Nonillion
10% Kvintilliard Degcillion
10% Sekstillion Undecillion
10% Sekstilliard Duodecillion
10% Septillion Tredecillion
10% Septilliard Quattuordecillion
10% Oktillion Quindecillion
10% Oktilliard Sexdecillion
10% Nonillion Septendecillion
10% Nonilliard Octodecillion
10% Decillion Novendecillion
10% Decilliard Vigintillion
10% Undecillion Unvigintillion
10% Undecilliard Duovigintillion
1010 Googol Googol
... 0g der er mange, mange flere endnu, men de beskrives ikke her.
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Bemark, at langt de fleste af de store tal hedder noget forskelligt pa dansk og pa amerikansk.
De to sprogkulturer har simpelthen valgt at tolke de latinske prafikser pa to forskellige mader.

Fra og med bi... (to) betegner det latinske ord for et heltal n med endelsen "-llion" saledes 10"
pa dansk og 10%"*2 pa amerikansk. Med endelsen "-Iliard" betegner det pa dansk 1053, mens

denne endelse ikke anvendes pa amerikansk.

Pa amerikansk benytter man snarere et system, som kunne synes at bygge pa det italienske tal-

system (Italiensk tilhgrer jo ogsa den romanske sprogstamme, som primeert bygger pa latin.) Det
kan vaere nemmere at regne sig frem til de store tal pa amerikansk, end med det danske (europee-
iske) system, hvis man kan tzlle til tyve pa italiensk.

De danske talord anvendes tilsvarende pa de fleste kontinentale europziske sprog, og traditio-
nelt ogsa i Storbritannien. I moderne tid er Storbritannien imidlertid gaet over til de amerikan-

ske talord.

For sma tal — dvs. tal mindre end én findes lignende:

Tal Tier potens Dansk skrivemade US skrivemade SI-Symbol Sl-prafiks
1 10° | En One
1 d deci-
10 101 En tiendedel Tenth latin decimus, tiende
0,1 (1795)
1 c | centi-
100 102 | En hundrededel Hundreth latin centum, hundrede
0,01 (1795)
1 m [ milli-
1000 10 En tusindedel Thousandth latin mille, tusind
0,001 (1795)
_1
10000 10* | En titusindedel Ten-thousandth
0,0001
_1
100000 10 | En hundredetusinddel Hundred-thousandth
0,00001
_ 1 H mikro-
1000000 10 | En milliontedel Millionth aresk ppoc, mikros, smat
0,000001
1 n | nano-
1000000000 10° | En milliardendedel Billionth aresk vvoc, nanos, dvarg
0,000000001 (1960)
1 p | pico-
1000000000000 1012 En billiontedel Trillionth italiensk piccolo, smat
0,000000000001 (1960)
o . f | femto-
Etc... 1015 En billiardendedel QUadrl"lOnth dansk femten for 10 '*
(1964)
. o a [ atto-
108 | En trilliontedel Quintillionth dansk atten for 10
(1964)
- » ;[
10% | En trilliardendedel Sextillionth latin septem, syv for 1000°
- _— y | yokto-
10% | En kvadrilliondedel Septillionth gresk oxt6, OKL0, ofte for 10007
(1991)
10%" | En kvadrilliardendedel Octillionth
10% | En kvintilliontedel Nonillionth

Etc ...

Etc...

Dette angiver de “reciprokke” vaerdier. En reciprok verdi (eller det multiplikative inverse) af et
tal, x, den veerdi som multipliceret med x giver 1. F.eks. er den reciprokke vardi af 2 lig med %2,
da 2-%2 = 1. Dette geelder naturligvis for alle tal, men i skemaet er kun naevnt de reciprokke veer-
dier for de tilsvarende store tal.
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Ved angivelse af antal enheder bruges ofte SI-prafiks i stedet for talord.
F.eks. gigabyte i stedet for en milliard byte, men netop for datamengder, refereres der til naste
afsnit.

Tal i forbindelse med datamangder

Nar man taler om bits og bytes (datastarrelser), skal man dog vare opmarksom pa, at i stedet
for at tzelle i potenser & 1000, sa teeller man i potenser a 1024, da 1024 er meget nemmere at
forstd” for en computer, da 1024 er lig med 2*°. P& denne made kan alle tal dannes vha. teendte
og slukkede stramimpulser.

Prafiks Base1ooo Baseigz4 Base,
1000° 1024° 20

1 1

kibi Ki 1000! 10241 | 210
1000 1024

mebi | Mi 10002 10242 | 2%
1000000 1048576

gibi Gi 10002 10243 | 230
1000000000 1073741824

tebi Ti 1000* 1024* | 240
1000000000000 1099511627776

pebi | Pi 1000° 1024° | 250
1000000000000000 1125899906842624

exbi | Ei 1000° 10246 | 260
1000000000000000000 1152921504606846976

zebi | Zi 10007 10247 | 270
1000000000000000000000 1180591620717411303424

yobi | Yi 10008 10248 | 280
1000000000000000000000000 1208925819614629174706176



http://da.wikipedia.org/wiki/SI-pr%C3%A6fiks
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Meangder

Arbejder man med mange elementer, som pa en eller anden made har et eller flere feellestraek,
kan man samle dem i en maengde. Et eksempel pa en mangde kunne vaere: USA er en Kort be-
tegnelse for: Alabama, Alaska, Arizona, Arkansas, Californien... etc. S& skal man omtale alle
disse (50) stater, hvor det geelder dem alle sammen, kan man i stedet bare skrive: USA. Staterne
er sdledes elementer i maengden USA.

Sa hvis man har en reekke elementer, som tilsammen kan opfattes som en helhed, kaldes den
velafgraensede samling af elementer for en mangde.

Mangderne af de forskellige taltyper er allerede beskrevet tidligere i dette notat. F.eks. mang-
den af naturlige tal eller maengden af reelle tal. Bemeerk, at der i disse mangder er uendeligt
mange elementer.

Det er givet at et element x tilhgrer en mangde X. For at vende tilbage til eksemplet fra for, sa
tilhgrer elementet Alaska mangden USA, hvilket kan skrives: Alaska e USA. Tilhgrer et ele-
ment X IKKE en mangde X, f.eks. at Italien IKKE er en del af USA, skrives det som:

Italien ¢ USA.

Er to mangder, X og Y ens, skrives det helt enkelt som: X =Y. Hvis der i dette tilfeelde galder
at et element, x, tilhgrer maengden X, sa ma der falgelig gelde, at elementet x ogsa tilharer
mangden Y. Dette skrives som: xe X < XxeY .

Hvis der geelder en betingelse, B(X) , for elementerne i en mangde, X, skrives det i en mang-
debygger:

X ={xeX[B(x)}

Et tankeeksperiment er, at der eksisterer en mangde af tal fra 1 og op til 100. | dette tilfeelde er
betingelsen, at tallet er mellem 1 og 100 (begge inklusive). Det, at et tal befinder sig i det lukke-
de interval (altsa at bade begyndelse og afslutning er inkluderet i intervallet) fra 1 til 100, skri-
ves som: x [1;,100]. Der kan ogsé gelde en generel beskrivelse af meengden, X. Dette er typisk

den generelle beskrivelse af de elementer, som er indeholdt i maengden.

Er det f.eks. maengden af alle hele tal, skrives det som: X = {x € N|x € [1;100]} :

For nemheds skyld vil maengdeelementer og mangder i resten af dette notat ikke blive skrevet
med fede bogstaver. Det skrives heller ikke med fed skrift normalt, men for overblikkets skyld
har introduktionen benyttet sig af fede bogstaver, for at kunne skelne tal og mangder fra hinan-
den.

Eksemplet kan videre beskrives:

I det sidste eksempel var meangden bestaende af alle hele tal fra 1 til 100, begge inklusive. Det
vil sige, at der er praecis 100 elementer i mangden. Vil man i stedet vise, at alle tal mellem 1 og
100 kan beskrives, kan man ikke benytte taltypen N . Anvender man i stedet taltypen R, altsa
alle teenkelige tal, vil der naturligvis veere uendeligt mange elementer i denne mangde. Dette

skrives som: X ={x e R|x[1;100]}.
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Intervaller

For at beskrive meangder, kan man — ligesom i folkeskolen — lave nogle bobler, som indeholder
de forskellige elementer i maengden. Det er ogsa det, som er vist i dette notat pa p. 5.

Det kan dog vare snedigt at vise intervaller — dvs. et talomrade (f.eks. tallene -4, -3, -2, -1, 0,
1,2,3,4,5,6,7 & 8) pa en mere overskuelig made.

Huvis der er tale om udelukkende de hele tal, vil det vaere korrekt at angive en liste.

En liste med de navnte tal vil se saledes ud: {—4;—3;—2;—]; 0;1;2;3;4;5;6; 7;8} . | denne liste er

der 13 elementer. Det vil med andre ord sige, at f.eks. tallet 5,2 ikke er en del af listen. Bemark
i gvrigt, at elementerne adskilles af ; ”semikolon”. Dette geres for ikke at forveksle decimal-
kommaer med element-adskillere.

Vil man derimod udtrykke, at det er ALLE (reelle) tal fra —4 til 8, sa kan man velge falgende
metoder: (Teaenk pa, at de reelle tal inkluderer alle kommatal og alle brgker i det givne interval.
Saledes vil der — selv i et meget lille interval — vare uendeligt mange elementer).

Hvis bade —4 og 8 er inkluderet, kan det noteres séledes: [-4;8]. Her kaldes tallene —4 og 8 for

intervallets endepunkter. Det venstre endepunkt skal ALTID veere det mindste tal.
Bemark, at begge de firkantede parenteser vender IND mod tallene. Det betyder, at bade 4 og 8
er "med” i intervallet.

Hvis hverken —4 eller 8 er en del af intervallet, skrives det: |-4;8[ . Her vender parenteserne

VAK fra tallene. Dette betyder, at tallene —4 og 8 ikke er med, men f.eks. tallet
—3,9999999999999999 og tallet 7,99999999999999 er med i det naevnte interval. Bemark, at
det er eksempler!

Naturligvis kan parenteserne kombineres efter behov. Tank selv over de fglgende eksempler:
[4;8] og |-4:8]

Der kan ogsé benyttes en mere “’ligningsmassig” notation.

Intervallet [—4;8] betyder som nzevnt, at intervallet indeholder alle tal mellem —4 og 8 — begge

inklusive. Det svarer jo til lasningen der opfylder falgende ulighed: —4 <x <8. Med andre ord,
hvis intervallet bestar af en masse tal, sa vil ethvert af disse tal, x, vare sterre end —4 og mindre
end 8.

Bemeerk, brugen af <. Dette symbol er en komparativ operator. Det seettes mellem to veerdier,
og hvis udsagnet skal vere sandt, sa skal tallet til venstre for symbolet veere mindre end eller lig
med tallet til hgjre.

Der kan ogsa anvendes symbolet <. Dette symbol betyder, at de to tal ikke kan veere lig med
hinanden, men at tallet til hgjre SKAL vaere STRENGT ST@RRE end tallet til venstre.

Ved lgsning af uligheder, kan dette symbol ogsa veere undersggende, det vil sige, at man under-
sgger om f.eks. x<y. Dette vil blive beskrevet i et senere notat.

Det kan veere lidt forvirrende i begyndelsen, men maske et lille skema kan hjelpe pa det:
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[-4;8] Kan 0gsé skrives som: —4<x<8
-4:9 Kan ogsa skrives som: —4<x<8
[-4;9 Kan 0gsé skrives som: —4<x<8
48] Kan 0gsé skrives som: —4<x<8

Her skal der serlige leegges maerke til sammenhangen mellem parentesernes form og de kom-
parative operatorer (ulighedstegnene).

Der er en sarlig ting, man skal veere opmarksom pa, hvis man skal bruge tal, som gar helt ud til
(plus/minus) uendeligt.

Tallene (1) plus og minus uendeligt skrives som hhv. —o 0g oo . Specielt om disse to vardier
er, at de ALDRIG kan veere indeholdt i et interval. Sa hvis et interval streekker sig sa langt, kan
man altsa ikke anvende inkluderende parenteser eller starre end eller lig med-tegn.

Eksempler:

[—4;00[ Kan ogsa skrives som: —4<X<®

o0 =R Kan ogs4 skrives som: —o0< X <0

@velser:

a) Beskriv et interval, som indeholder alle de reelle tal fra og med -2 til (men ikke med) 3.
b) Lav en liste, som indeholder alle de hele tal fra -1 til 6.

c) Lav en liste, som indeholder alle de lige tal fra -5 til 7.

d) Beskriv et interval, som indeholder alle de reelle tal fra 3 til 11.

e) Beskriv et interval, som indeholder alle de reelle tal fra 5 til uendeligt.

f) Beskriv et interval, som gar fra —o 0g til og med -8.
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Maengder afbildet pa tallinjer

Maske er det allerede kendt fra folkeskolen at maengder af tal — lad os kalde dem for intervaller
— kan afbildes pa tallinjer.

Der findes adskillige eksempler fra det daglige liv, hvor veerdier repraesenteres pa en eller anden
form for tallinje: Hvis man far taget sin temperatur med et gammeldags termometer, sa vil den
rgde streg standse ud for en eller anden talveerdi — nok omkring de 37°, hvis man altsa er rask.
Maske har man et termometer, der viser temperaturen udendgrs, sa man kan klaede sig fornuftigt
pa. Nar der skal tages mal til beklaedning, bruges ofte et maleband, hvor malet f.eks. kan vise, at
man nok skal tabe sig lidt, hvis man er 105 cm. omkring livet. En temrer vil tage mal til at mon-
tere en opvaskemaskine under kekkenbordet. Det ngdvendige hul til opvaskemaskinen skal ma-
les, og der vil nok sta ca. 59-60 cm pa tommestokken for at opvaskemaskinen kommer til at
passe perfekt ind i abningen. | alle disse tilfeelde er veerdien vist pa en tallinje: Termometerska-
laen, malebandet og tommestokken.

1l

5. 0
4 0
30

" Y A
Temperaturen udendgrs pa en 70 cm om livet er ikke sé galt! En god tommestok er uundveerlig
sommerdag er 26°C nar der skal laves handvarks-

projekter ...

Feelles for de tre (og mange andre) maleinstrumenter er, at de egentlig blot bestar at en tallinje,
hvor en bestemt veerdi bliver afsat pa.

Det er ikke meget anderledes, nar der skal beskrives tal-intervaller.

Farst og fremmest: Hvad er en tallinje, hvad er kravene til en tallinje og hvordan bruges den?

[ | I | [ | I >
-3 =2 -1 0 1 2 3

En simpel tallinje. (Leerebog i matematik hhx 1, kap. 1.1.1 — Tallinjen)

—0C —+00

Betragter man den ovenstaende tallinje, ses det, at der er afsat syv veerdier. Alle de hele tal
(Husk, at de tilhgrer meengden Z) fra—3 og op til 3. Strengt taget betyder det ikke, at der ikke
kan indsattes andre tal — dvs. reelle tal etc. Men det er ikke praktisk at angive alle mulige tal, sa
det er altid godt, hvis man kan inddele tallinjen i passende skridt. Det kan sagtens veere: 2, 4, 6
etc. eller 100, 200, 300 etc., hvis det er bedre til at lave en god figur, som viser de relevante
verdier.

Der er sadan set ikke sat nogen begransninger. -3 er ikke ngdvendigvis det mindste tal og 3 er
ikke ngdvendigvis det hgjeste tal. Dette ses bl.a. ved, at der er sat —oo (minus uendeligt) ind
yderst til venstre og oo (plus uendeligt) ind yderst til hgjre. Hvis der ikke i det / den pagaeldende
eksempel / opgave er behov for tal, som er mindre end -3 eller tal sterre end 3, sa er dette rige-
ligt til at vise det gnskede.
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Det ses 0gsa, at der yderst til hgjre pa linjen er et pilehoved. Det indikerer, at talvaerdierne sti-
ger, desto leengere man beveeger sig ud af (til hgjre) pa tallinjen. Det betyder samtidig, at man
ALTID indsatter talveerdier i den rigtige raekkefalge pa en tallinje. Mindre tal, star til venstre og
starre tal star til hgjre. Det vil veere praktisk, ALTID at rette sig efter denne standard.

Intervallerne er kendt fra forrige kapitel. Hvis de skal afbildes pa tallinjer, er der nogle fa regler,
som skal falges:

Er et tal inkluderet, vises det pa tallinjen som en udfyldt prik: @.
Er et tal ikke inkluderet, vises det pa tallinjen som en hul prik: O.
Hvis et interval gar imod (plus/minus) uendeligt, afsluttes linjen uden noget symbol.

Selve intervallet indtegnes typisk over selve tallinjen for at undga forvirring og sammenblan-
ding af intervallet og tallinjen.

Det nemmeste er maske igen at vise sammenhzngen i et skema:

9 - L et
[-2;3] | Kan ogsé skrives som: —2<Xx<3 e —
> 3 9 1 0 1 2 3 e
. ) €, O
]—2; 3[ Kan ogsé skrives som: —2<X<3 — >
> 3 9 1 0 1 2 3 it
0 - . O
[—2; 3[ Kan ogsa skrives som: —2<x<3 —
- 3 2 1 0 1 92 3 oo
. 2 H O ®
]—2, 3] Kan ogsa skrives som: —2<X<3 —_—
> -3 -2 -1 0 1 2 3 +oo
. 2 5 .
[—2, oo[ Kan ogsa skrives som: —2<X<o .
> 3 9 1 0 1 2 3 e
. 3 H ®
]—oo, 3] Kan ogsé skrives som: —0<X<3 N — >
> 3 9 1 0 1 2 3 et
. 2 H ~
]—2, oo[ Kan ogsa skrives som: —2<X<o - - o
—> 3 -2 1 0 1 2 3 oo
. 2 5 ©
]-0;3[ | Kan ogsé skrivessom: | —o0<x<3 e —
> -3 -2 -1 0 1 2 3 +oo
]—oo; oo[ Kan ogsa skrives som: —00 < X <00 -
> 3 9 1 0 1 2 3 +oo

Strengt taget er linjernes leengde ligegyldig, nar et intervals endepunkt er plus/minus uendeligt.
Igen er det op til den enkelte at lave en grafisk afbildning af et interval, som er korrekt og letlae-
seligt.
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I de folgende forklaringer, tages der i eksemplerne udgangspunkt i fglgende mangder:
A={1;23}, B={1,2,3,4} og C={2;3;4}
Delmangde

En maengde, A, er en delmangde af B, hvis alle elementer i A, ogsa er elementer i B.
Man siger ogsa, at A er indeholdt i B.

Dette skrives generelt som: Ac B

I eksemplet vil det sige, at: Ac B, men ogsa at B < B, da det jo ikke er nogen overraskelse, at
alle elementer i B ogsa er indeholdt i B. Saledes er enhver mangde en delmangde af sig selv!
Ligeledeser CcB, AcAog CcC.

A er ikke en delmangde af C, idet ”1” ikke indgér i C, sa: A C. Pa samme made er C heller
ikke en delmaengde af A, idet 4" ikke er indeholdti A, sa: C z A.

AEgte delmangde (egentlig delmaengde)

En meangde, A, er en &gte delmangde af B, hvis alle elementer i A, ogsa er elementer i B, MEN
OGSA at A= B —altsé at de to mangder ikke er identiske.

Der er séledes et ekstra krav i forhold til den ”almindelige” delmangde. Dette vil i eksemplet
betyde, at alle de delmangder, som er dannet udelukkende af én mangde bortfalder. En mang-
de er jo identisk med sig selv!

Dette skrives generelt som: AcB

| eksemplet vil det sige, at: AcB, C<B.

Foreningsmangde

b

En foreningsmangde er resultatet af to meengder, som er ”lagt sammen”.
Notationen for en feellesmangde er: AUB

| eksempleter: AUC ={1,2;3,4} Foreningsmeengde

Specielt:
AuB=BUA
AcBUA

AUA=A
Aud=A
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Feellesmangde

os]

En fellesmangde for to (eller flere) mangder er de elementer, som er in-
deholdt i begge/alle mangderne.
Notationen for en feellesmangde er: ANB

| eksemplet er: Feellesmeengde
ANB={1,23}

ANC={23}

BNC={2;3,4}

Specielt:
ANnB=BNA
ANBcA
ANA=A
AN =g

Komplementermangde

En komplementermangde er resultatet af to mangder, som er trukket fra
hinanden”. Dette kaldes ogsa for maengdedifferensen.
Notationen for en feellesmengde er: A\ B. (Af og til bruges A — B).

A\ B er mangden af alle elementer, som er indeholdt i A, der ikke er Komplementezermangde
indeholdt i B.

A\B={xeA|xgB}

I eksemplet er:
A\B=Y

B\A={4}
AVC = {1}
C\A={4}
B\C ={1}
C\B=2
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Mangdebyggeren
Mangdebyggeren er allerede beskrevet ganske kort i dette notat.

En mangde kan beskrives vha. en mangdebygger.

Maengdebyggeren ser pa sin grundform séledes ud: M = {|} :

Farst stdr maengdens navn. Det beskrives i detaljer lidt senere. Dernast et lighedstegn, og pa hgjre side er
der en Tuborg parentes. | denne Tuborg parentes er der i midten en lodret streg.

Til venstre for den lodrette streg, beskrives de tal, som kan bruges (er gyldige). Til hgjre for den lodrette
streg er selve beskrivelsen af mangden.

Til at begynde med, fokuseres der pa to specifikke mangder, nemlig grundmangden, G, og lgsnings-
mangden, L. Dette er to vigtige mangder, som skal bruges pa alle matematikniveauer. Senere — i afsnittet
om funktioner — vil de skifte navn til hhv. definitionsmangden og veerdimengden, men de vil beskrive
det samme, nemlig: Hvilke tal ma/skal/kan der bruges, og hvilke tal bestar lgsningen af.

Grundmengden:

Det er meget vigtigt at bestemme grundmaengden far man gér i gang med at Igse en ligning. Det er nemlig
den som afgar, om det resultat man nér frem til, kan anvendes eller om det er ugyldigt. Man kan sagtens
opleve, at man lgser en ligning (fuldsteendig korrekt), men at den eller de fundne lgsninger ikke ngdven-
digvis er gyldige. Der kan vaere mange grunde til at en lgsning kan veere ugyldig. F.eks. kan det udregne-
de resultat vaere arsag til at man begar en matematisk ulovlighed, eller det kan veere fordi resultatet ikke
ligger i et interval, der betragtes som relevant.

Et par eksempler:

I ligningen 4_—7 =18 vil der fremkomme et problem, hvis x =—4. Fordi hvis x =—4, sa vil der i nav-
+ X

neren i venstre side komme til at sta: #74) , hvilket vil veere en alvorlig fejl, idet 4—4=0. Og da det
+ p—

ikke er tilladt at dividere med 0, s& kan denne x-veerdi ikke accepteres. | dette tilfeelde vil det ikke give et

problem, men i et andet teenkt eksempel kunne man komme ud for, at den lgsning man udregner vil vare

ugyldig.

Grundmangden kunne i dette tilfeelde skrives som: G = {x € R|x #* —4} )

Oversattelse: Grundmangden, G, er lig med alle reelle tal (x € w) , for hvilke det geelder ( | ) at x ikke

ma veere lig med

Sa det, det betyder er, at til at begynde med kan der velges frit fra alle reelle tal, der er dog den begrans-
ning, at x ikke ma vare lig med —4.

Ofte vil man her standse op og undre sig over, at der farst kan valges mellem alle tal, og derefter szttes
der begransninger, men det giver mening, hvis man forestiller sig, at man i stedet for alle tal kun kunne
bruge alle hele tal, negative, positive og nul. | det tilfelde ville grundmangden se saledes ud:

G={xeZlx=-4}.




