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Ligninger

Mange gange om dagen, hver eneste dag 24/7, udregner man ligninger — bevidst eller ubevidst — for at
komme igennem hverdagen. Eksempler kan veere: Man star i supermarkedet, og skal regne ud, om man
har rad til 2 eller 3 liter letmalk. Som nzvnt i et tidligere afsnit, kan man st og vurdere lidt pa, om man
har rad til at tage en taxi hjem. Andre eksempler kan vare: Telefonregninger, transporttider, madopskrif-
ter, benzinforbrug etc.

Nogle gange regner man rent faktisk pa de forskellige situationer, men mange gange afgar man situatio-
nen med sig selv, baseret pa sund fornuft og maske lidt matematisk baggrundsviden.

Hvad er en ligning?

Matematiske ”setninger” kan skrives pa mange méder. Afhangigt af, hvad det er, man forsgger at ud-
trykke, findes der en korrekt matematisk opskrivningsmetode.

Der findes mange typer matematiske tekster. Nogle indeholder variable, mens andre er mere simple.

Abne og lukkede udtryk og udsagn.

Ved lukkede udsagn forstds sammenstillinger af ord eller symboler, som udtrykker en pastand, som kan
veere sand eller falsk. Disse kan skrives som (dansk) tekst eller med matematiske symboler:

Eksempler: 12009 var der flere tyskere end danskere. (Sandt, lukket udsagn.)
Danmark er en by i Frankrig. (Falsk, lukket udsagn.)
2+ 2 =4 (Sandt, lukket udsagn.)
2+2 =5 (Falsk, lukket udsagn.)

Det lukkede udsagn 242 =4, der er sandt, bestar af to lukkede udtryk eller navne: ” 242> og 4 . Disse
to lukkede udtryk forbindes af lighedstegnet

Ofte vil man i matematikken benytte variable. Disse reprasenterer flere navne pa en gang. Dette er meget
praktisk, nar der skal udfares gentagne beregninger, hvor et eller flere af starrelserne andres for hver be-
regning. Ofte ser man X, y og z repraesentere vilkarlige hele tal.

Ved skriftlig fremstilling, skrives variable altid i kursiv!

Idet man indfarer variable, s giver det ogsa meget mere fleksibilitet i det skriftlige sprog. Dermed frem-
kommer abne udtryk og dbne udsagn.

Eksempler:  2x+3 (Abent udtryk)
2x+3=5 (Abent udsagn)

Sa for at opsummere: En simpel udregning kaldes for et udtryk. Det kendetegnes ved ikke at indeholde
komparative operatorer sésom lighedstegn, ulighedstegn etc. Indeholder udtrykket kun tal og ingen kon-
stanter, kaldes det for et lukket udtryk, hvorimod det kaldes for et &bent udtryk safremt der indgar variab-

le.
Udtryk: Lukket udtryk: 2+2 (Uden variable)
(Uden lighedstegn) Lukket udtryk: 27 (Uden variable)
Abent udtryk: 2x+3 (Med variable)
Abent udtryk:  8x (Med variable)
Udsagn: Lukket udsagn: 2+2=4 (Uden variable)

(Med lighedstegn) Abent udsagn: 2x+3=5 (Med variable)
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Nar man har to udtryk, kan de settes sammen til et udsagn vha. en af de komparative operatorer.

Disse er:
= Lig med ...
< Mindre end ...
< Mindre end eller lig med ...
> Stgrre end ...
> Stgrre end eller lig med ...

#(eller <>) Forskellig fra (ikke lig med) ...

(1 dette notat omtales udelukkende "Lig med" (=) )

Som antydet, sa vil dette ende i et udsagn:

Kombinationer af to lukkede udtryk:

2+2=4 Sandt "Sandt" og "Falsk" kan bruges om lukkede udsagn
5-2=8 Falsk
7=7 Sandt

10=-10 Falsk
1000 < 6000 Sand

2>4 Falsk
2>2 Sandt
4 <250 Sandt

Kombinationer af to dbne udtryk:
2X+4=-4x+6
x=-5x-10

Kombinationer at et &bent udtryk og et lukket udtryk_
8x=4

2x-4=0

x=0
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En ligning indeholder et lighedstegn, og er saledes et udsagn. Man kan ogsa sige, at der er fremsat en pa-
stand om, at de to sider er veerdimassigt ens.

En meget vigtig ting om at ligninger er udsagn er netop, at et udsagn kan vurderes som sandt eller falsk.
Afhangigt af opgavens type, kan man sagtens komme ud for en situation, hvor lighedstegnet ikke er
sandt. Det er naturligvis forvirrende, for der stér gerne en matematikleerer og siger, at ET LIGHEDS-
TEGN SKAL ALTID TALE SANDT, og det er for sa vidt ogsa fuldsteendig korrekt, ndr man arbejder
med traditionel matematik og ligningslgsning.

Men i anvendt matematik sker det, at man skal pavise at f.eks. en linje gar igennem et bestemt punkt. Det
ger man ved at indsatte hhv. punktets x- og y-veerdi i linjens ligning for at se om det stemmer. HVIS det
stemmer, sa er punktet beliggende pa linjen, men HVIS DET IKKE STEMMER, sa er det jo "’bare” et ud-
tryk for, at punktet ikke er beliggende pa linjen. Det betyder ikke ngdvendigvis, at der er blevet begaet en
matematisk fejl.

En ligning kan ogsa kaldes for en identitet eller et udsagn. En matematisk ligning er et udtryk som fast-
slar at to udtryk (ofte kaldet hhv. venstre og hgjre side af ligningen) er lige store, skrevet op pa formen:

(Det ene udtryk) = (det andet udtryk).

Almindeligvis indgar én eller flere ubekendte talstarrelser, repraesenteret ved et eller flere bogstaver
(ofte x, men det kan sagtens vere alle mulige andre bogstaver — sarligt, hvis man stader pa samme mate-
matiske problem i et andet fag. | kemi regner man f.eks. pa koncentrationer, og de benzvnes c).

Man kan sammenligne en ligning med en vippe pa en legeplads eller en gammeldags veegt. Idet der i lig-
ningen indgar et lighedstegn, betyder det, at alt det, som star pa venstre side af lighedstegnet SKAL vae-
re lig med alt det, som star pa hgjre side af lighedstegnet. Lighedstegnet betyder séledes ikke, at det pa
den ene side giver det resultat, som stér pa den anden side. Lighedstegnet betyder, at DE TO SIDER
SKAL HAVE SAMME V/ERDI! Dette er meget vigtigt! Det er hele grundlaget for forstaelsen af, hvad
ligninger skal bruges til.

Hvis der pa en vippe i ligeveegt, seatter sig en dreng pa 40 kg pa den ene side af vippen, sa vil vippen tyn-
ges ned i den ende. Vippen er ikke leengere i ligevaegt! Hvis man ser bort fra den mulighed at drengen sti-
ger ned fra vippen igen, sa er den eneste mulighed for at vippen igen kommer i ligeveegt, at der pa den
anden side af vippen satter sig en dreng eller en pige, som ogsa vejer 40 kg. Hvis det sker, s er vippen
igen i ligeveegt.

Med andre ord, s er vippen i ligeveegt hele tiden, hvis de to sider Igbende bliver identisk belastet!

Det er preecis det samme, som g@r sig geldende med ligninger.

L d

mtn o nl: b -

/

Lasning af ligninger

Som allerede neevnt, kan der i en ligning indga en eller flere ubekendte starrelser.
Ofte kaldes den (hvis der kun er én) for x, men det er langtfra altid tilfaldet. Der
er mange mader at forklare pa, hvad det vil sige at lgse en ligning. En af de mest
gangse, far man i folkeskolen: Denne forklaring gar ud pé at man skal “finde X”.
Man leerer efterfglgende at isolere x, s& man til sidst har facit x = ”En eller anden
talveerdi”. Here 2 40

De elever, som har interesseret sig lidt mere for, hvad det vil sige at Igse en ligning, har garanteret be-
market, at den x-verdi, som man finder frem til er netop den x-veerdi, hvor den grafiske afbildning af
problemet, skeerer x-aksen.

Denne sidste betragtning, er medvirkende til en god og korrekt forklaring pa, hvad det vil sige at lgse en
ligning.
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Her er det ngdvendigt at forklare lidt om, hvad man kan bruge en ligning til. Bare rolig, det bliver beskre-
vet mere detaljeret i et senere afsnit.

En ligning kan — som ogsa tidligere beskrevet) bruges til at udregne en talvardi — gerne pa baggrund af et
input i form af den ukendte variabel — f.eks. x. Det er naeppe overraskende, at resultatet afhaenger af, hvil-
ken x-veerdi, som man indsetter i ligningen.

Et eksempel kan vere:

En Jaguar (X300 fra 1995) bruger ifglge on-board-computeren 13,5 | benzin for at kare 100 km. Benzin-
forbruget kan saledes beregnes som:

Lo I .
Forbrug benzin _13’5 benzin

100km "~ 100km
X
Forbrug I:::ﬂ = % Ib':::n
X
Forbrug km =74 km

benzin benzin

Dvs. at den karer 7,4 km per lpenzin. Hvis man vil vide hvor langt man kan kgre med en bestemt mangde
benzin kan falgende ligning opskrives:

Distance = 7,4k—mo x1 hvor x er maengden af benzin i tanken malt i liter.

benzin

benzin 1

Hvis der er 10 | i tanken, kan man kare:

Distance=7,4 km

)

Distance=7,4 I(—m~10 |

benzin
g

Distance = 74 km

- X

benzin

benzin

Er der derimod 20 | i tanken, kan man kare:

Distance =7,4 km

)

Distance =7,4 I(—m-20 |

benzin
)
Distance =148 km

- X

benzin

benzin
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Hvis man er lgbet tar for benzin, fas falgende ligning:

Distance = 7,5k—m-xl

benzin
)

Distance=7,5 k_m.o |

benzin
)

Distance =0 km

benzin

benzin

... hvilket ikke er overraskende, da man ikke kommer langt i en benzindrevet bil uden benzin. | dette ek-
sempel er resultatet lig med 0 km, og man kan sige, at udsagnet giver resultatet 0 km.

Indsettes sammenhangen mellem benzinforbrug og distance i et koordinatsystem, viser det sig ogsa, at
der er tale om en linezer sammenhang, som gar igennem origo. Dette kaldes ogsa for en ligefrem propor-
tionalitet.

Udsagnets resultat er altsd afheengigt af den ubekendte variabel. | dette eksempel maengden af breendstof i
tanken. Derfor kaldes den ubekendte variabel (her: x) for den uafhangige variabel, mens resultatet, der jo
indsaettes som y-veerdien i koordinatsystemet kaldes for den afhangige variabel. Den kaldes séledes, fordi
den er afhaengig af, hvad x (dvs. den uafhangige variabel) er.

Pa en eller anden made (hvilket betyder, at man af og til kan skyde en matematisk genvej, sa det ikke
ngdvendigvis vil se sadan ud), sa vil en ligning altid kunne lgses ved at omskrive ligningen, sa der kom-
mer til at sta O (nul) pa den ene side (oftest den hgjre side).

Givet et mere teoretisk eksempel:
2Xx—-6=-4

Skal denne ligning lgses efter alle kunstens regler, skal ligningen omskrives saledes, at den ene side af
ligningen giver 0 (nul). Husk, at dette betyder, at BEGGE sider skal have vardien 0.

For at repetere teorien bag ligningslgsning, sa kan man gare mange forskellige ting (mere om det senere),
bare man ger det pd BEGGE SIDER af lighedstegnet.

| dette tilfeelde lzegges der 4 til pa begge sider.

P& hgjre side betyder det, at der star: —4+4, hvilket giver 0.

P& venstre side betyder det, at der kommer til at std: 2x—6+4.

Led med variable og led med tal behandles hver for sig, si 2x—6+ 4 kan omskrives til: 2x—2.

1 folkeskolen forklares dette ofte som at "flytte et led over pa den anden side og skifte fortegn”. Det kan
da ogsa se sadan ud, men egentlig er den forklaring noget veerre vravl. Har man et led pa f.eks. -4, sd kan
det neutraliseres ved at leegge 4 til. -4 + 4 = 0, men da man er ngdt til at udfere operationen pa begge si-

;

der af lighedstegnet, kan det godt tolkes som at "flytte leddet over og skifte fortegn”, men det er i virke-
ligheden kun “den synlige virkning af at leegge et led til eller treekke et led fra” for at neutralisere et led.

Resultatet af dette bliver saledes:

2x—6=-4
g
2X—-6+4=-4+4

)
2x-2=0

Nu er ligningen omskrevet, sa den ene side er lig med 0. Som allerede neevnt, sa kan man i visse tilfelde
opleve, at dette ikke er ngdvendigt — eller at det endda gar udregningen mere kompliceret.
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Ligningen er dog langt fra lgst. For at lgse ligningen er det ngdvendigt at isolere den ubekendte variabel —
i dette tilfeelde x.

Igen handler det om at udfare identiske operationer pa begge sider af lighedstegnet.
Farst legges der 2 til pa begge sider for at neutralisere de "—2" som star pa venstre side.

2x-2=0
g
2X—2+2=0+2

)
2Xx=2

Nu er det led, hvor x forekommer isoleret, men det er ikke interessant hvor meget ”2x” er. Det er kun
speendende at vide, hvor meget x er. Derfor divideres med 2. Som altid er det vigtigt at det gares pa begge

sider:
2Xx=2
)
x_2
2 2
)
x=1

Legsningen pa ligningen er altsd: x=1.

Ser man pa igen pa, hvordan man indtegner en ligning i et koordinatsystem, sa er resultatet af ligningen
nar man satter en x-veerdi ind den veerdi, som i koordinatsystemet indtegnes som den y-veerdi, der harer
til den x-veerdi der er blevet indsat.

Husk, at man lgser en ligning ved at omskrive den, sa en af siderne er lig med 0. Det betyder s, at skal
man indtegne denne Igsning i et koordinatsystem, sa er det pa forhand givet, at resultatet af udregningen
skal vaere lig med 0. Dette betyder s igen, at i den grafiske afbildning, sa er y-veerdien lig med 0 for den-
ne lgsning.

Nar y-veerdien er lig med 0, sa er det helt sikkert, at man befinder sig et eller andet sted pa x-aksen. Se
blot pa et almindeligt kartesisk koordinatsystem. Uanset hvor pa x-aksen man peger, sa vil y-vardien vee-
re lig med 0. Det er derfor man i folkeskolen har faet at vide, at lasningen pé en ligning er ”’skaring med
x-aksen”, men dette er sddan set kun et biprodukt af at have lgst ligningen. Pointen er, at man sgger de
steder pa x-aksen (de x-verdier), hvor ligningen har resultatet 0. Med andre ord: De steder, hvor den gra-
fiske afbildning skeerer x-aksen.

Dette er veesentligt at forsta i forbindelse med ligningslgsning!

Regneregler for lgsning af ligninger

Som det allerede er antydet, sa kan man gare nasten hvad man vil med en ligning, sa leenge man ger det
pa begge sider af lighedstegnet.

Selvom der er relativt frie heender mht. ligningsoperationer, beskrives kun nogle af dem i dette notat. Fle-
re ligningsoperationer vil blive introduceret i undervisningen senere.

Til alle tider er det vigtigste at alt hvad man gar, at man husker at gare det pa begge sider af lighedsteg-
net.
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Addition:
Man ma lzegge det samme tal til pa begge sider af lighedstegnet:

Eksempel:
x-5=8

)
X—-5+5=8+5

x=13

Som tidligere naevnt, kan det veere veerd at bemerke, at denne operation ofte (fejlagtigt) refereres til som
at: "flytte et led over pa den anden side af lighedstegnet og skifte fortegn”. | dette tilfelde kan det ses,
som at der star "—5" pa venstre side i ligningen. Hvis man er lidt gvet, sa plejer man ikke at skrive:
"_5+5", s& det ignoreres bare. P& hgjre side af ligningen optreeder pludselig: "+5" , s& for det utreenede
gje, kan det godt se ud som om at leddet flytter side og skifter fortegn.

Subtraktion:
Man ma traekke det samme tal fra pa begge sider af lighedstegnet:

Eksempel:
X+6=8

g
X+6-6=8-6
)

X =

N

Som tidligere naevnt, kan det veere veerd at bemearke, at denne operation ofte (fejlagtigt) refereres til som
at: "flytte et led over pa den anden side af lighedstegnet og skifte fortegn”. I dette tilfeelde kan det ses,
som at der star "+6" pa venstre side i ligningen. Hvis man er lidt gvet, s& plejer man ikke at skrive:
"4+6—6", sa det ignoreres bare. Pa hgjre side af ligningen optreeder pludselig: "—6" , sa for det utreenede

gje, kan det godt se ud som om at leddet flytter side og skifter fortegn.

HUSK, at se godt pé fortegnene. Det er en meget almindelig fejl at overse fortegnene i en situation som

denne ...
Multiplikation:
Man ma gange det samme tal til pd begge sider af lighedstegnet. Dog ma dette tal IKKE V/ZERE 0:
Eksempel:
lx:2
5
g
1X 5=2.5
)
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Veer opmarksom pa, hvis der er flere led pa den ene side i en ligning. Da skal ALLE led, ganges!
Muligvis er man i folkeskolen stedt pa udtrykket: ”gange over kors”. Dette er et trick, som kan bruges,
hvis begge sider af ligningen er skrevet som braker.

E=£<:>ad=bc

b d
Bevis:

E:£<:>bd~2=bd-£<:>m—a=@<:>ad=bc Q.ED.
b d b d b d

I det virkelige liv, vil man nok vare mere interesseret i at standse pa halvvejen, dvs.:

a_c
b d
g
azE eller c:ﬂellerb:ﬂeller d :E
c a
Division:

Man ma dividere med det samme tal til pa begge sider af lighedstegnet.

Dog ma dette tal IKKE VARE 0:

Eksempel:
5x =15

)
5x 15
==2
0

x
w

Det er en af de grundleeggende dedssynder i matematik, hvis man dividerer med 0.
Veer opmaerksom pa, hvis der er flere led pa den ene side i en ligning. Da skal ALLE led, divideres!

Uden at beskrive flere operationer, kan kort nevnes: Uddragning af n’te rod (herunder kvadratrod), op-
Iaftning i n’te potens, logaritme samt mange andre.

Regler:

a) Man ma legge det samme tal til pa begge sider af lighedstegnet:

b) Man ma treekke det samme tal fra pa begge sider af lighedstegnet:

¢) Man mé gange det samme tal til pa begge sider af lighedstegnet. Dog ma dette tal IKKE VZRE 0:
d) Man mé dividere med det samme tal til pa begge sider af lighedstegnet. Bortset fra 0.

e) Man ma altid reducere en enkelt side af ligningen, idet det ikke a&ndrer udtrykkets veerdi.
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| matematikopgaver, kan man med fordel anvende fglgende fremgangsmade nar man lgser ligninger:

1) Skriv altid grundformlen. (Dette er smart, for nar man skal lase til eksamen, sa er der ingen tvivl
om, hvor formlen kommer fra, hvis man har skrevet grundformlen.)

2) Omskriv grundformlen, sa den kommer til at std pa den form man gnsker. Med andre ord, s er det
her, at man kan isolere den gnskede variabel.

3) Indseet (hvis det er ngdvendigt) de aktuelle variabelnavne, som er geldende i opgaven.

4) Indseet talveerdier.

5) Udregn facit.

Er der behov for yderligere mellemregninger for at gge overskueligheden, sé kan de frit indsattes. Det
vigtigste er, at ovenstdende rekkefalge bliver overholdt. Dels for at minimere fejl, men ogsa for at indar-
bejde en vane, sa det til sidst bliver rutine at lgse en simpel ligning.

Eksempel: (Det er ikke vigtigt at forsta selve matematikken endnu ... Bare se pa opstillingen.)

Givet en trekant ARST med fglgende veerdier: R =35° r =9 0g S =87°.

a b
= Grundf |
sin(A) sin(B) (Grundformel)
i}
.sin(B
= a_L() (Omskrevet grundformel)
sin(A)
g
S= Ln(s) (Indsaetter aktuelle variabelnavne)
sin(R)
g

. 9-sin(87°) 9.0,9986

- = (Indsaetter talverdier)
sin(35°)  0,5736

g
5= 89877 (Reducerer)
0,5736
g
s=157 (Udregner facit)

Ensbetydende ligninger

I de eksempler, som er vist i dette afsnit, optraeder der flere gange denne pil: { . Denne pil kaldes for en
biimplikation. | matematisk notation kan den forekomme béde vandret og lodret: § eller < .

Denne type pil bruges, nar en ligning omskrives til en anden ligning, som har praecis de samme lgsninger.

| ovenstdende tilfeelde (som er brugt tidligere i dette notat), bemerkes det, at den gverste linje beskriver
at: x—5=8. Sagt pa dansk betyder det, at man har et tal, x, hvilket man traekker 5 fra, og far resultatet 8.
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Ser man i stedet pa den midterste linje, sa er det givet at: x—5+5=8+5. Det er maske voldsomt indly-
sende, men her str, at hvis man har et tal, x, og treekker 5 fra og leegger 5 til, s far man resultatet 8+5.
Da udsagnet stadig stemmer, kan man siger, at det — matematisk set — er fuldkommen ligegyldigt om man
vealger at bruge den farste eller den anden linje — de er begge gyldige og siger begge pracis det samme.

Tager man den tredje linje med, sa star der, at x =13 . Det er stadig gyldigt, og i princippet er det preecis
det samme, der star i den farste linje.

Fordi det er ”det samme” der stér i de tre linjer, skrives der en dobbeltpil (biimplikation) imellem dem,
for at vise, at linjerne betyder det samme. At der er tre linjer, er for at vise progressionen i udregningen
med et antal mellemregninger. Man kan ogsa sige, at de tre linjer i ligningen har den samme lgsning, men
idet der er brugt “lovlige metoder” til at omskrive ligningen, sa er det den samme ligning, og der skrives
biimplikationspile imellem linjerne.

Det er vigtigt at forst3, at DER ER FORSKEL PA BIIMPLIKATIONER OG LIGHEDSTEGN.

Lighedstegn fortzller, at to starrelser er identiske (ogsa selvom de er skrevet pa forskellige mader), mens
biimplikationer beskriver sammenhangen mellem to udsagn.

Man kan ogsa sige, at hvis linje 1 gealder, sa galder ogsa linje 2 — OG OMVENDT!

Nulreglen

”Et produkt er lig med nul hvis og kun hvis en (eller flere) af faktorerne er lig med nul”.

Af og til kan man meget nemt Igse relativt komplicerede ligninger. Seerligt i forbindelse med ligninger af
2. orden (andengradsligninger) og derover, kan man af og til slippe trolig nemt over det.

Forudsatningen for at kunne drage fuld fordel af nulreglen er, at man har kendskab til hvordan man fak-
toriserer.

Faktorisering:

Et tal kan oplgses i faktorer. Dette er iszr brugbart, nar der skal regnes med kvadratrgdder.

Nar et udtryk bestar af to eller flere led, kan det haende, at leddene har en faktor til felles. Hvis det er til-
feeldet, kan denne falles faktor settes uden for en parentes.

Eksempel — Tal oplgses i faktorer:

Se pa tallet 36. Hvis det skal oplgses i faktorer (husk at faktorer er ingredienserne i et multiplikations-
stykke), s& undersgges det, hvilke tal som gar op i 36. De nemme gzt er altid 2 og 3, for de gar ofte op i
stgrre tal. Til sidst vil det dog vise sig, at alle faktorerne skal veere primtal. (Tal, hvor kun tallet selv og
tallet 1 gar op i).

36=2-18=2-2.9=2-2-3-3

Sa i princippet kunne man, hver gang man skulle skrive tallet 36 i stedet skrive 2-2-3-3, for det er jo li-
ge vist, at det er det samme. Dog nok lidt besveerligt i lengden. Bemzrk, at bade tallet 2 og tallet 3 er
primtal.

Som et andet eksempel betragtes tallet 34.

34=217

Da bade tallet 2 og tallet 17 er primtal, kan der ikke faktoriseres yderligere.
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Til sidst skal tallet 19 faktoriseres.

Men da der ikke er noget tal, som er mindre end 19 som gér op i 19 (bortset fra tallet 1, som jo gar op i al-
le tal), s er det i forvejen et primtal og kan ikke faktoriseres.

Eksempel — Multiple faktorer oplases i endnu flere faktorer:
Se pa udtrykket 12x*. | virkeligheden star der 12-x*, sé det er i virkeligheden to tal”, som multipliceres.
Det ene tal er 12 og det andet “tal” er x°.

Tallet 12 faktoriseres som allerede beskrevet, men x* er det samme som X- X . Faktoriseringen bliver der-
for:

12x*=2-6-x*=2-2-3-x*=2-2-3-X-X

Eksempel — Multiple led oplgses i faktorer:

Se pa udtrykket 12 +4x . | virkeligheden star der 12+4-x, sé det er i virkeligheden to tal”, som adde-
res. Det ene tal er 12, hvilket kan skrives som 4-3. Det kunne godt veere faktoriseret yderligere til:
2-2-3, men det er ikke ngdvendigt i dette eksempel. Hele udtrykket derfor kan skrives som: 4-3+4-Xx.

Der er stadig to led (adskilt af plus-tegnet), og det ses at faktoren 4 indgar i begge led. Derfor kan fakto-
ren 4 sgttes udenfor en parentes:

12+4x=4-3+4.-x=4(3+X)

Husk, at der underforstéet er et gangetegn mellem faktoren og parentesen: 4(3+ x) = 4~(3+ x) , & det

der er sket er, at et udtryk, som oprindeligt bestod af to led (et plusstykke) nu bestar af to faktorer
(et gangestykke). Deraf navnet: faktorisering.

Vil man se om man har faktoriseret korrekt, kan man ganske enkelt gange faktoren foran parentesen ind i
parentesen igen og kontrollere om man nar frem til udgangspunktet:

4(3+X)=4-3+4-x=12+4x

Tilbage til nulreglen ...

Det er nu vist, hvordan man kan faktorisere et eller flere led s& udtrykket ender med at blive et produkt i
stedet for en sum eller en differens.

Det er her, at nulreglen er meget praktisk:
Eksemplet fra for fortsatter:

12+4x=4-3+4-x=4(3+x)

Det er naturligvis muligt at lgse ligningen 12+4x =0 pa normal vis, og man kan jo ogsa sagtens forestil-
le sig, at det er en veesentligt mere kompliceret ligning i en anden sammenhang, men her lgses ligningen:

12+4x=0

g Traekker 12 fra pa begge sider
4x =-12

g Dividerer med 4 pa begge sider

X=-3
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Man kunne i stedet (med fordel) anvende nulreglen. Som allerede navnt, s siger reglen, at hvis et pro-
dukt giver nul, sd ma mindst én af faktorerne veere lig med nul.

12+4x=4(3+x)

Skrives ligningen pé den faktoriserede form fas:
4(3+x)=0

Det er altsa et produkt, som er lig med 0.

Nar ligningen er blevet faktoriseret, bestar det (i dette tilfzelde) af to “tal” eller faktorer. Det ene tal er 4
og det andet “'tal” er (3+ X) .

Nulreglen siger, at mindst en af faktorerne er nul. Det ene produkt er lig med 4, s& det kan ikke vare lig
med 0. Det andet produkt er lig med (3+ x) , sa det undersgges, om det kan give 0.

(3+x)=0

) Da parentesen ikke er ngdvendig fjernes den. (Plusparentes)
3+x=0

g Traekker 3 fra pa begge sider
X=-3

Det kan argumenteres, hvor meget man “sparer” ved at benytte nulreglen i dette eksempel. Det er en ri-
melig diskussion, da det er et meget simpelt og nemt eksempel, men se pa et mere kompliceret eksempel.

Givet ligningen:
X’ +4x=0

Dette er en andengradsligning, og vil normalt kraeve et mere avanceret formelapparat for at kunne lgses.
Det bemarkes dog, at der kun er to led (der er normalt tre), og at begge led indeholder faktoren x.

Udtrykket faktoriseres:

X*+4x=0
(i
X(x+4)=0

Det er nu muligt — i stedet for at kare det noget mere komplicerede formelapparat til 1gsning af anden-
gradsligninger — at lgse denne ligning (nasten som hovedregning).
Betragtes ligningen, s& skal mindst én af de to faktorer vere lig med 0, idet produktet er lig med O.

S enten er x =0, hvilket der ikke er noget hokus-pokus i: x =0, eller ogsa er (x + 4) =0.
(x+4)=0

g
X=-4

Naturligvis kan x ikke vere lig med 0 og lig med —4 pa samme tid, sa lgsningen skrives:

X =0v Xx=-4, hvor det matematiske tegn ” v ” betyder eller”.
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Opgaver
Opgave LO1 Ligninger og uligheder (Udtryk og udsagn)
Afger om hvert af fglgende udtryk er et udsagn og angiv i bekraftende fald sandhedsveerdien (Sand//Falsk).
a) 0eZ b)  Oeretlige tal
) Qe{T} d) 36546788 er et stort tal
e ¥>2° f) 7 =264575

-1
9) Forallexe R er % =0 h)  924563% = 98345644354
i) 1 er et lille tal J) Nar en trekant er ligebenet er den ogsa ligesidet
Opgave slut

Opgave L02 Ligninger og uligheder (Mangdebyggeren)

Bestem grundmeengden for fglgende udtryk:

a) —

b) %_3
c) Bflx
d) %
e) x1—3
" 5

Opgave slut

[ Opgave L03 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)

Bestem grundmeengde og x i fglgende ligninger:

a) —4x—(-10+8x)=(8-16x)—(14-6x)
b) 15+(2x—-5)9=5(2x+7)+12+3

) 3x-12=5[x-3(7-2x)-7]

Opgave slut
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Opgave L04 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)
Bestem grundmangde og X i falgende ligninger:

X+7 3x-7 x-1
a —- =—
3 4 2
y 3 1 .5
x—-3 2x-6 6
2+x 1 7 2
c) + +

5x—15 5 15 3x—9

Opgave slut

[ Opgave LO5 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)

Lgs hver af fglgende ligninger:

1
a)  3x-1=2x+8 b) 2+3(2—x)=5x—2(x+2)
c) 4X3_2=%(x+3) d)  2(x-1)+3-x=1+x
) %(—4x+2):5—2x ) (x-1)(x+2)=0
Opgave slut

[ Opgave L06 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)

Bestem grundmeengden for hver af falgende ligninger, og lgs dem derefter:

a) %x—3=7(x+3)—%x b)  2(x-2)=3x—(x+3)

c) 3—1(x+3):1x—(x—§j d) .
2 2 2 X+2 x-1 x+2

e) 1—%:3(x+2)—% f) x2+%x(x—3)=gx

Opgave slut

[ Opgave LO7 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)

Bestem grundmeengde og x i fglgende ligninger:

1 10x-12
a ==
3 24
b) l—2x=28—6x
6+x 3x-7
12 6 9
) ————=—
X X-2 X

Opgave slut
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Opgave L08 Ligninger og uligheder (Tekniske ligninger)

| forbindelse med styrkeberegning af en bjeelke med rektangulert tveersnit anvendes en starrelse, der kaldes tvarsnit-
tets modstandsmoment, og som benavnes med bogstavet W . For en bjelke med tveersnit b-h gelder falgende for-
mel for beregning af tveersnittets modstandsmoment W :

W= 1 b-h?
6
h
Beregn tvaersnittets bredde, b, ndr: W =100000mm?® og l
h=100mm b
Opgave slut
Opgave L09 Ligninger og uligheder (Tekst ligninger)

Ved betaling for sit arlige el-forbrug kan Marie veelge mellem at betale:

a) 70,3 gre/lkWh eller
b) en fast arlig afgift pa 382 kr plus 0,47 kr/kwh.

For hvilke forbrug er a) dyrere end b).

Opgave slut




Michel Mandix (2019)

Notat 04

Ligninger Side 18 af 19
Facitliste
Opgave LO1
Afgar om hvert af folgende udtryk er et udsagn og angiv o bekreftende fald sandhedsveerdien (Sand//Falsk).
a) 0eZ ”Sand” b) O eret lige tal ”Sand”
c) & e{Q} “Falsk” d) 36546788 er et stort tal “Nonsens”
e) 3 > 23 "Sand” f) 7 =2,64575 “Falsk”
x-1
) ForallexeR er i 0 "Falsk” h) 924563 = 98345644354 “Falsk”
i) ﬁ er et lille tal “Nonsens” j) Nar en trekant er ligebenet er den ogsa ligesidet ”Falsk”
Opgave slut
Opgave LO2
Bestem grundmaengden for falgende udtryk:
1 ( \ 1
a) = G={xeR|x#0| by — G={xeR|x=3}
X _— x—3 _—
c) L G={xeR[x=3] d) = G={xeR[x>0}
3-x MR S b Jx P S
e) L G={xeR|x>3} f) L G={xeR|x<3}
X-3 _— 3-Xx _—
Opgave slut

—

Bestem grundmangde og x i falgende ligninger:

Opgave L03 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)

a)  —4x—(-10+8x)=(8-16x)— (14 -6X) G=R x=8

b) 15+(2x-5)9=5(2x+7)+12+3 G=R x=10

©) 3x-12=5[x-3(7-2x)-7] G=R x=4
Opgave slut

[ Opgave L04 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)

Bestem grundmaengde og x i falgende ligninger:

g X737 x-1 G=R x=5
3 4 2 —

y > -t .5 G={xeR[x=#3} x=6
x—3 2x-6 6 — =

g 2x 1.7, 2 G={xeR|x#3| x=8
5x-15 5 15 3x-9 =

Opgave slut

Opgave L05 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)

Los hver af falgende ligninger:

—

a) 3x—1=2x+8 x=9 b) 2+3(2—x):%x—2(x+2) x=8
c) 4X;2=%(X+3) X:% d)  2(x-1)+3-x=1+x L=R
e) %(*4X+2):572X L=g f) (x-1)(x+2)=0 x=1vx=-2

Opgave slut
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Opgave L06 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)

Bestem grundmaengden for hver af fglgende ligninger, og lgs dem derefter:

a) lx—3:7(x+3)—lx G=R x=-2 b) 2(x=2)=3x—(x+3) G=R L=0O
4 2 25 —= =——=
c) 3—1(x+3):3x—[x—§J G=R L=R d) 5 2 _ 4 G:{xgng x¢{1;72p, X=-5
2 2 2 — X+2 x-1 x+2 | =
X 1 4 1 3
e 1-==3(x+2)-= G=R xX=—— 24 Zx(x=3)=2 “R x= _
) 2 (x+2) 3 G=R 3 f) x+2x(x 3) S G=R x=0vx=2

Opgave slut

Opgave LO7 Ligninger og uligheder (Ligninger med 1 ubekendt)

Bestem grundmaengde og x i falgende ligninger:

a) 1_10x-12 GR x=2
ERY! —
b) 1_2)(:28_6)( G:JXETRX¢J—6;ZM><;7
6+x 3x-7 | L8 =
12 6 9 , :
0 o5 G ={xeR|x={0;2}}
Opgave slut
Opgave L08 Ligninger og uligheder (Tekniske ligninger)

| forbindelse med styrkeberegning af en bjelke med rektangulert tveersnit anvendes en starrelse, der kaldes tveersnittets modstandsmoment, og som
benavnes med bogstavet W . For en bjeelke med tveersnit b-h geelder falgende formel for beregning af tveersnittets modstandsmoment W :

w=Lp.p
6
11; — ]
Beregn tvaersnittets bredde, b, nar: W =100000mm*® og | -
h=100mm b ,
b =60 mm
Opgave slut:

[ Opgave L09 Ligninger og uligheder (Tekst ligninger)

Ved betaling for sit arlige el-forbrug kan Marie veelge mellem at betale:

)] 70,3 gre/kWh eller
d) en fast arlig afgift pa 382 kr plus 0,47 kr/kwh.

For hvilke forbrug er a) dyrere end b). a) er dyrere end b), nar forbrug>1639,5 kwh
Opgave slut:




