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Asymptoter

”En asymptote er en ret linie, som en funktions graf narmer sig til (afstanden mellem asymptoten og gra-
fen gar imod 0), nar x gar imod +oo, eller hvis grafen bevager sig imod en ikke-defineret
X-veerdi.”

Forudsetningen for at der kan eksistere en asymptote er, at funktionen er en polynomiumsbrgk. Asympto-
ter findes som vandrette, lodrette og skra.

| |

Figur 1: Vandret og Iodlret asymptote. Figur 2: Skra og lodret asymptote.

Vandrette asymptoter:

n

2)

3)

ax" +... .
Lad f(x)= veere en polynomiumsbrgk.
bx™ +...
. . o . a
1) Hyvis tellergrad, 'n’ er lig med navnergrad, *m’, s er IIIP f(x)= b og dermed er

en vandret asymptote.

Teenk pa det som at hvis naevner- og tallergrad er lige store, sa vil x" og x" vare voldsomt domi-
nerende i forhold til alle de andre led, ndr x — +oo. Vi har altsa en situation, hvor alle *x’-leddene
gar ud imod hinanden. Til overs er kun faktorerne ’a’ og ’b’, som divideret med hinanden giver den

a
vandrette asymptote: y = b

Hyvis teellergrad, 'n’ er mindre end navnergrad, 'm’, sd er lim f(x)=0 , og dermed er

X—>3o0

y =0 en vandret asymptote.

Hvis teellergraden er mindre end neevnergraden, er — naturligvis — omvendt ogsa naevnergraden ster-
re end teellergraden. Vi ma forestille os, at nar x — oo, sa vil naevnerens veerdi vokse betydeligt i
forhold til teellerens veerdi. Eller med andre ord: Vi har en brgk, hvor nevneren bliver MEGET star-
re end teelleren, og det giver som bekendt veerdien 0.

Hyvis tellergrad, 'n’ er sterre end navnergrad, 'm’, sd er lim f (x) =0 , og dermed er

X—>+o0
der ingen vandret asymptote.
Hvis teellergraden er stgrre end naevnergraden, kan man dividere teller med navner. Dette vil efter-
lade mindst et led, som indeholder x. Nar x — +o0, vil ligeledes brgken — +o0, og der er saledes
ingen vandret asymptote.

Fremgangsmaden ved at bruge det ovenstaende skema er altsa generelt effektiv. Hvis man vil overbevi-
se sig om gyldigheden af de tre udsagn, kan man dividere alle led i bade teller og neevner med den star-
ste potens af x.
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Eksempel:
3x 9 1
—+— 3+9.-=—
|||'I] 3X+9:Iirp § leifp J)-(:3+0:3
S*0 X — D -0 X <z 4,001_2.7 -
X X X
Dvs. at der eksisterer en vandret asymptote med ligningen: y =3
3x 9 1 1
—+— 3-=+9.-—
lim 2XF9 i X iy x X2 _0%0
Xot0 X° D XxoEo ¥ 2 X—>+o0 1 1-0
2 _ 1-2- =
x> X x?
Duvs. at der eksisterer en vandret asymptote med ligningen: y =0
x> 9 1
349 et o 39s 3.
lim = lim = lim = =40
X—otn X —2 Xx—to X 2 X—>to0 1 1 0-0
T 1.--2-7%
XX X X

Dvs. at der ikke eksisterer en vandret asymptote

OBS! P. Madsen angiver metoden “at dividere med sterste potens af x. Dette er for sa vidt ok, men det
er en metode, som tager lang tid. Den logiske metode i boksen pa forrige side er hurtigere, og nar man
har forstaet logikken, lige sa god eller bedre.
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Eksempler pa vandrette asymptoter.

(Der kan veere lodrette asymptoter ogsa i disse eksempler, men de bliver farst gennemgaet i naeste afsnit).

_3x+4
X—2

Givet polynomiumsbrgken: f (x)

Da béde tzellergrad og naevnergrad er 1, ma der eksistere en vandret asymptote: y =3.
(Dnskes bevis, kan man dividere hele udtrykket med x og derefter lade x — .

Givet polynomiumsbrgken: f (x)= 3)2( +:
X —

Da teellergrad er 1 og naevnergrad er 2, sa er navnergraden starre end tellergraden, og der ma eksistere
en vandret asymptote: y=0.

nskes bevis, kan man dividere hele udtrykket med x° og derefter lade x —oo.
(@nskes bevis, k dividere hele udtrykk d x* og derefter lad

2
Givet polynomiumsbrgken: f (x)= 3 +24, X#2
X_

Da teellergrad er 2 og naevnergrad er 1, sa er teellergraden stgrre end navnergraden, og der findes ingen
vandret asymptote.
(@nskes bevis, kan man dividere hele udtrykket med x* og derefter lade x — oo .
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Opgaver med vandrette asymptoter:

Bestem eventuelle vandrette asymptoter for de fglgende funktioner:

3X+6
2) F=%
—x2—x+1
LI O v
5x-3
2 h(x)= x? +1
. X
9) 1(x) = X4l
. 2x—4
2 J(X): x2+1
3x-1
H k()="o
X +2x-1
9) I(X)= X+2
2 -x+1

) Iﬂn(x)_3x2+2x—3
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Lodrette asymptoter:

9(x)

Lad f(x)=——"vere en polynomiumsbragk.

h(x)

1) Huvis a ikke er et neevnernulpunkt (rod i h(x)), sder lim f (x)= f(a), og dermeder x=a

X—a
IKKE en asymptote.
Hvis der er en lodret asymptote, sker det ved en x-vardi, som ikke er defineret. Det er typisk
fordi man ved denne x-veerdi vil komme til at dividere med 0. Hvis a IKKE er et nulpunkt i
navneren, sa vil nevneren ikke give 0 for x = a, og funktionen er defineret i den pagealdende
x-veerdi. Der vil altsd ikke vare nogen lodret asymptote.

2) Hvis aer et navnernulpunkt, men ikke et teellernulpunkt, sd er lim f (x) ==, 0g dermed er x
X—a

= aen lodret asymptote.
Hvis a er et nevnernulpunkt, sa vil man i princippet komme til at dividere med 0,

nar x = a. Det betyder, at funktionsveerdien vil ga imod (+)o , og det betyder,
at x = a er en lodret asymptote.

3) Huvis a er bade navner- og tellernulpunkt, kan brgken forkortes med (x— a) ved hjelp af po-
Iynomiers division, hvorefter den reducerede brgk igen undersgges med hensyn til X —a.
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Eksempler pa lodrette asymptoter.

(Der kan veere vandrette eller skra asymptoter ogsa i disse eksempler, men de er ikke i fokus i dette af-
snit).

Givet polynomiumsbragken: f (x)= 3 +24, X#2
X_

Det ses, at definitionsmangden er lig med: Dm( f)=R\{2}, hvilket vil sige, at der ikke eksisterer en

funktionsveerdi for x =2 og derfor heller ikke noget grafpunkt for x = 2. Det vil sige, at grafen deler sig
omkring x =2, og der er dermed mulighed for en lodret asymptote givet ved x=2.

Teller og naevner betragtes hver for sig:

For tzellerpolynomiummet fas:
3X+4—>3-2+4=6+4=10forx —> 2.

For nevnerpolynomiummet fés:
X-2—->2-2=0" forx > 2"

samt:
X-2—-3>2-2=0 forx—> 2"

Divideres et tal (10) med et tal, som er teet pa 0 (uanset om det er pa den positive eller negative side), sa
bliver resultatet et tal som er uendelig” stort.

3x—

A forx 2 og f(x)=
X_

X—2

24—>—oof0rx—>2’

f(x)

Med andre ord kan det siges at: Iing f (x) =+, og det indses, at x = 2 er en lodret asymptote.

Denne metode kan udfares for naesten alle brekfunktioner og for naesten alle ikke-definerede verdier. Sé-
ledes har en brgkfunktion naesten altid en lodret asymptote i de pagaeldende ikke-definerede veerdier, men
der er undtagelser, hvilket der kommer et par eksempler pa i det efterfalgende.
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Et eksempel, som kan vere lidt overraskende...

22Xt —4x

X% 2
X—2

Givet funktionen: f (x)

Der gnskes bestemt eventuelle asymptoter.

Det ses nemt, at brgkens teller kan faktoriseres:

2x* —4x  2x(x-2
=== " i—z)'

f(x) er ikke defineret for x =2, men hvis x = 2 ikke benyttes, kan naevner og teller divideres
(broken forkortes) med (x—2). Det giver falgende resultat:

f(x)=2x

Hvis der er en lodret asymptote, ma den eksistere i et neevnernulpunkt. Det eneste, i dette tilfelde,
som kan komme pa tale er:
x-2=0

g
X=2

Sa derfor undersgges graensevardien for funktionsveerdien f (x) for x >2" og x—> 2.

lim2x=2-2=40g9 Ilim2x=2-2=4.
X—2"

x—2"

Da graensevaerdien i begge tilfelde gar mod en konstant og ikke mod (ir)oo , s& der er ingen lodret

asymptote. Tanken er jo netop, at nar x gar imod en bestemt veerdi, sa géar funktionsverdien
imod (£)o .

Der er heller ingen vandret asymptote, da lim 2x = +oo . Her var kravet, at greenseveerdien skulle g mod

en konstant, safremt der er en vandret asymptote.

s+ Bemark, at funktionen ikke er
T defineret for x = 2!

Det vises ikke i programmet

i ’Graph’, da der jo kun er tale
T om et uendeligt lille punkt, men
a normalt seetter man en hul ring

om grafen i det punkt, hvor den
ikke er defineret. Her er det

Al gjort — lidt omsteendeligt, men
dog ladsiggerligt vha. tre funk-
“T tioner.

L
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Et andet eksempel, som viser undtagelsen om lodrette asymptoter:

Givet funktionen: f (x)= Dm(f)=R\{0;1}.

Der gnskes bestemt eventuelle asymptoter.

Det ses nemt, at der er mulighed for to lodrette asymptoter, nemlig x =0 og x =1, da disse veerdier er
rgdder i nevnerpolynomiummet.

Det kraever ikke meget overblik at se, at: lim f (x) =400 , idet neevnerpolynomiummet gar imod en kon-
X

x—0
=0.

stant (0). Derfor er der en lodret asymptote for

Det er mere problematisk for x =1. Det er allerede etableret, at x =1er rod i n&vnerpolynomiummet.
Teeller og n&evner betragtes hver for sig:

For tzellerpolynomiummet fas:
xX*-1-51°-1=1-1=0forx —>1

For nevnerpolynomiummet fas:
x> -x—>1-1=1-1=0forx »>1

x =1er altsa rod i bade teller- og navnerpolynomiummet, og det giver ingen mening at se p4, hvad et
tal teet pa 0” divideret med et andet tal taet pa 0” er lig med.

Det ses dog, at brgken kan reduceres. Da x =1er rod i bade tzeller- og navnerpolynomiummet, kan bade
teeller og naevner forkortes med x—1. | dette tilfeelde er det nemt, da det let kan ses, at det er muligt at
faktorisere bade teeller og neevner med x—1. (Husk den 3. kvadratsetning).

o1 () (T (x+1)

f(x)_xz—x_ XM X

Dette farer til at: Iirq f(x)= Iirr}X—Jrl = % =1, og det ses, at derikke er en lodret asymptote for x =1
X—>’ X" X

Betragter man grafen for funktionen, ser man at funktionen stadig er udefineret for x =1. Da der ikke ek-
sisterer en lodret asymptote for x =1, resulterer det i stedet i et ”hul” i grafen.

(Der er ogsé en vandret asymptote, hvilket nemt
kan ses, da teellergrad (2) = neevnergrad). Da koef-
ficienterne for de fgrende led i hhv. teeller og
navner er 1, bliver den vandrette asymptote:

1
Vandret asymptote: y = 1 y=1




Michel Mandix (2019)

Notat 09

Asymptoter

Side 11 af 15

Opgaver med lodrette asymptoter:

Bestem eventuelle lodrette asymptoter for de fglgende funktioner:

)
T
c) h(x):sz_1
9 i(x)=2—X2X;;X
T
) -
9 (-

2x* —10x

R KT
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Skra asymptoter:

Lad f (x) = M vere en polynomiumsbrgk.

h(x)

Hvis teellergraden er NETOP EN ST@RRE end naevnergraden, s& har f en skré asymptote
y = ax+b, og denne asymptote bestemmes ved at omskrive funktionen til
t(x
f(x)=ax+b+ % , Vha. polynomiers division, hvor t(x) er “resten” — en funktion som
X

SKAL vere af lavere grad end h(x) —som er fremkommet ved at foretage polynomiets divi-

sion og h(x) er n&vnerpolynomiummet.

Med andre ord, sa, ndr man dividerer tellerpolynomiummet med neevnerpolynomiummet, s& SKAL der
vaere en rest for at der kan vaere en skrd asymptote — dvs. divisionen ma ikke ga op.

t(x)

Det ses, at —=% — 0, forx > .

h(x)

Teenk over det! Det passer fint. Dividerer man en funktion af en given grad med en funktion, som er af
praecis én grad mindre, s& ma resultatet af denne division resultere i et farstegradspolynomium. Dette
farstegradspolynomium er asymptoten. Der er dog et krav mere! Hvis det er en asymptote, sé skal funk-
tionen naerme sig denne asymptote nér x gar imod +. Derfor er det ngdvendigt med en rest, som gar
imod 0, nér tellerpolynomiummet divideres med naevnerpolynomiummet.
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Eksempler pa skra asymptoter.

(Der kan veere lodrette ogsa i disse eksempler, men de er ikke i fokus i dette afsnit).

2
Givet funktionen: f(x)=X+T3X+1, Dm( f)=R\{0}.

Der gnskes bestemt eventuelle asymptoter.

Nevneren divideres op i teelleren, hvilket giver:

1
f(X)=x+3+=
(x)=x+ +X

Idet x — +oo, ses det tydeligt, at f (x) — 3, idet 150, forx .
X

Derfor er y = x+3 en skra asymptote til grafen.

_2x2+x-1

Givet funktionen: f (x) 5
X+

Dm(f)=R\{-2}.

Der gnskes bestemt eventuelle asymptoter.

Vandret:
Idet tzellergrad er stgrre end naevnergrad, sd kan der ikke eksistere en vandret asymptote.

Lodret:
x =—2ses let at veere rod i naevneren. Der er altsd en potentiel lodret asymptote for x=-2.
Tellerligningen lgses:

d=b*-4ac=1"-4.2.(-1)=1+8=9

1-3_-4_
X:—biﬁ:—li@:—lisz 4 4 —
2a 2.2 4 -1+3 2 1

4 4_2

Idet x=—2 IKKE er rod i telleren, kan det konkluderes, at x = —2 er lodret asymptote.

Skra:
Navneren divideres op i teelleren, hvilket giver:

2x—3+i
X+2

(x+2)|2x2+ x—1
2x° +4x
0 -3x-1
—-3x+6
0 -5
Der er en rest, som nemt ses at ga imod 0 for x — +oo.

Det giver en skrd asymptote: y = 2x +3.
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Opgaver med skra asymptoter:

Bestem eventuelle vandrette, lodrette og skra asymptoter for de fglgende funktioner:

D =5
B 9(X)-—y
2 ( )_21);2
0 -
SRR
) k(x)=xi+1—x
9 100-2
o w2
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QUiCk OverSigt om asym ptoter — graensende til det geniale ... ;-)

Vandrette:

n

Lad f(x) :t?:((m; vare en polynomiumsbrak.
+...

. . . a
1)  Huvis teellergrad, 'n’ er lig med nevnergrad, 'm’, sd er lim f (x)= 5 og dermed er en vandret asymptote.
X—>to0

Teenk pa det som at hvis naevner- og tzellergrad er lige store, s vil x" og X" vaere voldsomt dominerende i forhold til alle
de andre led, ndr X — +oo . Vi har altsa en situation, hvor alle *x’-leddene gar ud imod hinanden. Til overs er kun faktorerne

- . . a
’a’ og ’b’, som divideret med hinanden giver den vandrette asymptote: y = b

2)  Hvis tellergrad, *n’ er mindre end navnergrad, 'm’, sé er Iirp f(x)=0 ,ogdermeder y=0 en vandret asymptote.

Hvis teellergraden er mindre end navnergraden, er — naturligvis — omvendt ogsa neevnergraden stgrre end tellergraden. Vi
ma forestille os, at nar x — oo , s vil neevnerens veerdi vokse betydeligt i forhold til teellerens veerdi. Eller med andre ord:
Vi har en brgk, hvor naevneren bliver MEGET starre end teelleren, og det giver som bekendt veerdien 0.

3)  Hvis teellergrad, 'n’ er storre end naevnergrad, *m’, s er Iirp f (x) =00 , og dermed er der ingen vandret asymptote.

Hvis teellergraden er starre end naevnergraden, kan man dividere teeller med naevner. Dette vil efterlade mindst et led, som
indeholder x. Nar x — oo , vil ligeledes brgken — 4o , og der er sdledes ingen vandret asymptote.

Lodrette:

X .
Lad f(x) =% veere en polynomiumsbrak.
X
1)  Huvis a ikke er et neevnernulpunkt (rod i h(x) ), sa er lim f (x)=1f(a), og dermed er x=a IKKE en asymptote.
Hvis der er en lodret asymptote, sker det ved en x-veerdi, som ikke er defineret. Det er typisk fordi man ved denne x-verdi
vil komme til at dividere med 0. Hvis a IKKE er et nulpunkt i naevneren, sa vil navneren ikke give 0 for x = a, og funkti-
onen er defineret i den pageldende x-vardi. Der vil altsa ikke veere nogen lodret asymptote.
2)  Huvis a er et nevnernulpunkt, men ikke et teellernulpunkt, sa er Iin; f (x) =100, 0g dermed er x = a en lodret asymptote.

Hvis a er et neevnernulpunkt, sa vil man i princippet komme til at dividere med 0, nar x = a. Det betyder, at funktionsveer-
dien vil gd imod (+) , og det betyder,at x = a er en lodret asymptote.

3)  Hvis a er bdde naevner- og teellernulpunkt, kan brgken forkortes med (x—a) ved hjeelp af polynomiers division, hvorefter
den reducerede brgk igen undersgges med hensyn til x —a .

Skra:

Lad f(x)= ﬁ((:)) veere en polynomiumsbrgk.

Hvis teellergraden er NETOP EN ST@RRE end naevnergraden, s& har f muligvis en skré asymptote y =ax+b , og denne asymptote
bestemmes ved at omskrive funktionen til:

t
f(x)=ax+b +% , vha. polynomiers division, hvor t(x) er “resten” — en funktion som SKAL veere af lavere grad end h(x) —
X

som er fremkommet ved at foretage polynomiets division og h(x) er navnerpolynomiummet.




