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Introduktion

Introduktion

9% 99

Trigonometri stammer fra graesk. Det er en sammenskrivning af de tre ord: ”tri” = "tre”, ”gono” = “kant”
og ”metri” = ’maéling”. Trigonometri, som alts betyder trekantsméling er den gren af matematikken, der
behandler sammenhzngene mellem sider og vinkler i trekanter.

Hertil er knyttet de trigonometriske funktioner sinus (forkortet sin), cosinus (forkortet cos), tangens (for-
kortet tan) og cotangens (forkortet cot) — sidstnaevnte, behandles ikke i dette notat. Cotangens er ikke ofte
anvent i Danmark, men benyttes ofte i USA. Alle fire funktioner er defineret i enhedscirklen. Desuden be-
handles Pythagoras’ Leresatning, som benyttes eksklusivt til beregning af sideleengderne i retvinklede
trekanter.

Ved hjelp af trigonometri, kan man beregne en eller flere sidelaeengder og/eller vinkler i en trekant pa bag-
grund af de eksisterende oplysninger.

| den forbindelse er det vigtigt at vide, at for at kunne udregne de manglende vaerdier i en trekant, sa skal
man have tre oplysninger (sidelengder eller vinkler). Dog er der det forbehold, at mindst én oplysning
skal veere en sideleengde, for at trekanten kan defineres entydigt. (Hvis man har tre vinkler, kan man kende
trekantens form, men ikke dens stgrrelse, og altsa ikke definere trekanten entydigt, da der er uendeligt
mange trekanter, som honorerer kendskab til udelukkende de tre vinkler. Mere om dette i afsnittet om ens-
vinklede trekanter)

De retvinklede trekanter skiller sig ud i forhold til de to andre typer, idet der geelder nogle helt specielle
regneregler for disse trekanter.

De to andre typer gar ogsa under faellesnavnet: vilkérlige trekanter”, og de deler den samme matematiske
veerktgjskasse.

Veer opmarksom pa, at regnereglerne for de retvinklede trekanter IKKE KAN BENYTTES pa de vilkar-
lige trekanter. Til gengaeld KAN man godt benytte regnereglerne for de vilkarlige trekanter pa de retvink-
lede, men det ER IKKE TILRADELIGT, da regnereglerne for de retvinklede trekanter er simplere og
dermed nemmere at benytte og der er ikke sa stor risiko for at lave regnefejl undervejs.



http://da.wikipedia.org/wiki/Matematik
http://da.wikipedia.org/wiki/Vinkel
http://da.wikipedia.org/wiki/Funktion_(matematik)
http://da.wikipedia.org/wiki/Sinus_(matematisk_funktion)
http://da.wikipedia.org/wiki/Cosinus
http://da.wikipedia.org/wiki/Tangens
http://da.wikipedia.org/w/index.php?title=Cotangens&action=edit&redlink=1
http://da.wikipedia.org/wiki/Enhedscirklen
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En lille opfrisker pa ensvinklede trekanter og trekanttyper:

Ordliste om trekanter og typer af trekanter.

Ligebenet trekant
(Isosceles triangle)

En ligebenet trekant er en trekant, hvor to af de
tre sider er lige lange. Det medfarer ogsa, at de to
vinkler, som er hosliggende til den tredje side er
ens.

Pa billedet ses til venstre en retvinklet ligebenet
trekant. For den gelder, at siderne a og b er lige
lange (deraf den ligebenede trekant), men der
galder ogsa, at vinklerne /B = £C =45°,

Til hgjre ses en vilkarlig ligebenet trekant. For
den geelder, at siderne d og f er lige lange. Samti-
diger D= /F. Disse oplysninger kan vare
meget nyttige at huske.

Ligesidet trekant
(Equilateral triangl)

En trekant, som er ligesidet, er en trekant, hvor
alle sider er lige lange. Det medfgrer samtidig, at
alle vinklerne er lige store, nemlig 60°.

Pa billedet ses en ligesidet trekant.

a=b=c,og ZA=/B=/C=60°.

Retvinklet trekant
(Right-angled triangle)

En trekant, hvor precis én vinkel er 90°.

Spidsvinklet trekant
(Akute triangle)

En trekant, hvor alle vinkler er mindre end 90°.

Stumpvinklet trekant
(Obtuse triangle)

En trekant, hvor precis én vinkel er stgrre end
180°.

Ensvinklede trekanter
(Equiangular triangles)

Huvis to trekanter har ens vinkler i alle hjgrnerne
0g ogsa i den samme raekkefglge, siger man, at
de er ensvinklede. De behgver ikke at have
samme starrelse. For trekanter geelder ogsé at
hvis de er ensvinklede, da er de ogsa ligedanne-
de.

Ligedannede trekanter
(Just formed triangles)

Huvis en trekant kan blive til en anden trekant,
blot ved at forstarre den eller formindske den er
de ligedannede. For trekanter gzelder ogsa at hvis
de er ligedannede, da er de ogsé ensvinklede.

Kongruente trekanter
(Congruent triangles)

Alle disse trekanter er kongruente

Nér to trekanter kan bringes til lige ngjagtig at
deaekke hinanden — udelukkende ved at flytte,
rotere og spejle dem.

Mange af disse trekantstyper kan godt veere geeldende pa samme tid. F.eks. kan to trekanter sagtens vare
retvinklede, ligebenede og ligedannede pa samme tid.
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B1

b1

Forholdet mellem de to trekanter ABC og AB1C; kal-
des for skalafaktor, multiplikationsfaktor, formindskel-
sesfaktor eller fordoblingsfaktor (specielt hvis den ene
trekants sider er dobbelt sa lange som den andens).

a_ & L , men man kan finde en anden skalafaktor
a

(som ogsa er rigtig) ved at vende alle brakerne:



http://da.wikipedia.org/wiki/Multiplikationsfaktor
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Vinkelsummen i en trekant = 180°

En trekants vinkelsum

For at resten af notatet skal heenge sammen, er det ngdvendigt at bevise, at vinkelsummen i en trekant —
altsa veerdierne af de tre vinkler lagt sammen — er 180°. Eller matematisk skrevet:

3
DV, =V, +V, +V, =180°.

i=1

Dette kan ses af nedenstdende figur. Husk at en fuld cirkel er defineret som 360°, og derfor er vinklen i en
halvcirkel — f.eks. fra det yderste punkt til hgjre (gstligste punkt) pa cirklen og det yderste punkt til venstre
(vestligste punkt) = 180°, da man i udgangspunktet star i cirklens centrum.

Med andre ord: ”Hvis man star i et punkt pa en ret linje, s er der to retninger man kan fglge langs linjen.
Enten den ene eller den anden vej. Og vinklen mellem de to retninger — som er modsat rettede — er 180°.”

B

ay b1 C2

a C1

Idet linjen tegnes gennem pkt. B, som er parallel med linjen AC,
ses det, da de to modsat rettede retninger har vinklen 180°, at:

Xa, + £b + £c, =180°
Samtidig vides det, at:
£a, = £a, o A£c, =X£C,

Ved simpel substitution, fas at:
3
DV, =V, +V, +V, = £a, + £b, + £¢, =180°,
i=1

hvorved s&tningen er bevist! Q.E.D.
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Retvinklede trekanter

Retvinklede trekanter

Som allerede navnt, er en retvinklet trekant en trekant, hvor netop én af vinklerne er 90°.
Den rette vinkel, markeres ofte med en skarp vinkel, som vist pa figuren til hgjre.
Den retvinklede trekant danner grundlag for de mest udbredte regneregler i

trigonometrien — sinus, cosinus og tangens, og som ogsa tidligere navnt, sd
geelder der et helt specielt s&t af regneregler for den retvinklede trekant —

her i blandt Pythagoras’ Leresatning.

| en retvinklet trekant kaldes de to korte sider — altsa de sider, som hver iseer mgder den rette vinkel —
eller ”de to til den rette vinkel hosliggende sider” — for kateterne.

(En katete, kateten. Flere kateter, alle kateterne).

Igen omformuleret, kan man sige at det er kateterne, der danner den rette vinkel.

Den leengste side — eller den til den rette vinkel modstaende side” kaldes for hypotenusen.
(Hypotenuse (sb): En hypotenuse, hypotenusen. Flere hypotenuser, alle hypotenuserne).

Ofte er en retvinklet trekants elementer navngivet som vist pa figuren til hgjre.

Bemark, at vinklerne (hjgrnerne), som p alle andre trekanter, er navngivet med b ¢
STORE bogstaver, mens siderne er navngivet med sma bogstaver.

C

Desuden vil man traditionelt bruge vinklen ”C” som den rette vinkel. a
Det er dog meget vigtigt at forstd, at man principielt set kan bruge et hvilket som helst navn for de tre
vinkler. De er sdledes ikke tvunget til at hedde ”A”, ’B” og ”C”.

Netop af denne édrsag, kan det vaere en fordel at kende siderne som “’kateter” og ’hypotenusen”. Derved
kan man nemmere beregne pa alle retvinklede trekanter, uden at skulle lave nye formler hver gang.

Hvis den traditionelle navngivning et gjeblik fastholdes, s& bemzrk at f.eks. ”’c” er ”C”’s modstaende side,
mens siderne ’a” og ”b” er ”B”’s hosliggende sider.
”A” er ”a”’s modstaende vinkel og ”A” og ”C” er ”b”’s hosliggende vinkler.

Der geelder generelt om de retvinklede trekanter:
o  Overfor en starre vinkel i en trekant ligger en starre side.
e  Overfor en starre side i en trekant ligger en starre vinkel.
e  Enhver side i en trekant er mindre end summen af de to andre.

e Enhver side i en trekant er stgrre end differensen mellem de to andre.
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Pythagoras’ Leerescetning

Pythagoras’ Laeresatning:

Pythagoras fra Samos (O ITvBaydpog 0 Zauoc) (582 f.Kr. - 507 f.Kr.) var en graesk filosof, mystiker, ma-
tematiker, musikteoretiker og musikterapeut.

Pythagoras forenede i sin leere matematik og talmystik med musik (bade udgvelse og teori) og forestillin-
gen om sjelens udgdelighed.

Pythagoras har lagt navn til den pythagoraiske leereseetning, men han opfandt den ikke, da s&gypterne
kendte til den lang tid far ham. Pythagoras’ s&tning angar forholdet mellem leengden af siderne i en ret-
vinklet trekant. Den lyder: ”Summen af kateternes kvadrater, i en retvinklet trekant, er lig med kvadratet
pa hypotenusen”. | symbolsk notation: a2 + b2 = c2.

Men lad os se lidt pa Pythagoras’ Laresatning, og pa hvad den kan bruges til i praksis.

Ofte er det ngdvendigt at kende leengden af et linjestykke, der forbinder to punkter, som f.eks. l&ngden pa
et af sparene pa nedenstdende tegning.

Det ville vaere en mulighed at lave en malfast tegning og male sparlengden derpa. Derefter kunne man
omregne maleenheden til virkelig starrelse for at finde det rigtige mal.

Dette er dog ikke en lgsning, som er acceptabel indenfor matematikken, da der er alt for stor usikkerhed pa
selve tegningen, og ogsa pa den rigelige regnen frem og tilbage mellem virkelige mal og tegningsmal.

Det er bade mere pracist, men ogsé langt hurtigere, at benytte Pythagoras’ Laresatning — en a&ldgammel
regneregel, der afklarer sammenhaengen mellem de tre sideleengder i en retvinklet trekant.

Der er kun én enkelt betingelse for, at man kan lave denne beregning, og det er at man skal kunne placere
en retvinklet trekant i problemet, i hvilken man kender to sideleengder.

Inden Pythagoras’ Laresatning bevises, udregnes sparlengden fra det ovenstdende eksempel — netop vha.
Pythagoras’ Leresetning.

¢’ =a’+b?
(i
¢ =3000° mm? +4000> mm?
()
¢? = 25000000 mm?
()
Je? = +,/25000000 mm?
()

¢ =5000mm (Den negative lgsning ignoreres, da der er tale om leengder, og en leengde kan ikke veere negativ.)
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Pythagoras’ Leerescetning

Pythagoraiske talseet — eller pythagoreeiske tripler:

Inden beviset af Pythagoras” Laeresatning, skal det lige navnes, at der findes det, som kaldes for ”pytha-
gorziske talset”.

Det er talst, (a, b og c), hvor a, b og c alle er hele, positive tal — altsa tilhgrende mangden: N.
Matematisk skrives dette: {a,b,c e N}.

Det er indlysende, at der er tale om positive tal, da lengdemal — i sagens natur — ikke kan veere negative.

At de samtidig — for at opfylde et pythagoreisk talsaet — ogsa skal vaere hele, er det, som ger dem til netop
et pythagoreisk talszt.

Eksempler pa pythagoreiske talset er f.eks.:

3,4&5
512 & 13

Det vil altid — for {a, b,c,m,ne N} galde, at de pythagoreiske talszt kan findes ved hjelpe af falgende

tre formler:

a=m’-n’

b=2-m-n

c=m?+n?

Eksempler pa pythagoraiske talsat — og udregningen af dem:

m n a=m?-n? b=2-m-n c=m?+n?
2 1 3 4 5
3 1 8 6 10
4 1 15 8 17
5 1 24 10 26
6 1 35 12 37
7 1 48 14 50
3 2 5 12 13
4 2 12 16 20
5 2 21 20 29
6 2 32 24 40
7 2 45 28 53
4 3 7 24 25
5 3 16 30 34
6 3 27 36 45
7 3 40 42 58
5 4 9 40 41
6 4 20 48 52
7 4 33 56 65
6 5 11 60 61
7 5 24 70 74
7 6 13 84 85
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Beviset for Pythagoras’ Laresztning:

Grundformlen: ¢® = a? +b? gnskes bevist!

Det ses umiddelbart at arealet af det inderste 7\\|/%\

kvadrat er lig med:
Ao =
ille Kvadrat

Ligeledes findes arealet af det store kvadrat: i

2
AStor Kvadrat = (a + b)
(X Kvadratsetningerne 5 “

2 2
AStorKvadrat =a‘+b°+2-a-b

Der er fire trekanter. En i hvert hjarne.
L
Avrealet af en enkelt trekant beregnes som: l
At = % Hgjde - Grundlinie /

g e

1
Arrekam =—-a-b

2 ) \A\Lb

Men der er jo som sagt fire trekanter, og deres samlede areal er:

1
AAIIeTrekamer = 45 -a-b
X
A =2-a-b

'AlleTrekanter

Sa arealet af det lille kvadrat kan vel ogsa skrives som arealet af det store kvadrat minus arealet af de fire
trekanter. Taenk blot pd, at tegne det store kvadrat og klippe de fire sma trekanter fra. Tiloage sidder man
med det lille kvadrat.

ALiIIeKvadrat - AStorKvadrat - AAIIeTrekanter

g
ALiIIeKvadrat = aZ + bz%%
)

2 2
ALiIIeKvadral =a +b

Nu er det beregnet, at arealet af det lille kvadrat er lig med a” +b*, men tidligere er det vist, at arealet af
det lille kvadrat er lig med c”.

Da det er det samme kvadrat er ¢? = a’ +b’ Q E D

Dette er blot én mdde at bevise Pythagoras’ Leerescetning pd... Det er nok ogsa den mest alminde-
lige. Faktisk er Pythagoras’ Leerescetning blevet bevist pd mindst 360 forskellige mader. (Elisha
Loomis, The Pythagorean Proposition, 1968). Det er lige til en leeseferie!

Husk, at Pythagoras’ Leerescetning KUN gcelder for retvinklede trekanter!!!
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Sinus, cosinus og tangens:

I det foregéende er der beskrevet om den retvinklede trekant, og hvordan man ved hjeelp af Pythagoras’
Laresatning kan finde sideleengder, hvis man allerede kender to sideleengder.

Men hvad skal man gere, hvis man er ’pa jagt” efter en eller flere vinkler?

Det har allerede veeret neevnt, at der for trekanter generelt geelder, at vinkelsummen af de tre hjgrner altid
er 180°. Dette geelder saledes naturligvis ogsa for retvinklede trekanter, hvor det er en specielt vigtig re-
gel, da man jo altid kender mindst én vinkel til at begynde med — nemlig den pa 90°.

Problemet star nu tilbage, hvis man kun kender den ene vinkel — den rette — samt mindst to sideleengder.
Sa er det pludselig ngdvendigt at beregne sig frem til de to resterende vinkler.

For at kunne beregne vinkler i en trekant — det veere sig retvinklede eller vilkérlige — sé er det ngdvendigt
at kende til begreberne ”’sinus”, ”’cosinus” og “tangens”, som beskrives i dette kapitel.

Igen er der en raekke forudseetninger for at kunne forstd begreberne “’sinus”, ”cosinus” og tangens”.
Farst og fremmest er det vigtigt at veere fortrolig med det retvinklede koordinatsystem.

Koordinatsystemet — en arbejdsplads...

Koordinatsystemets opbygning / nyt eller repetition?:

Et kartesisk koordinatsystem er et retvinklet koordinatsystem. Det betyder at de to (eventuelt tre) akser er
ortogonale (vinkelrette) pa hinanden. Dermed forstas, at alle punkter i koordinatsystemet opfattes som en
skaering mellem linjer parallelle med akserne, hvorved der opstar en ret vinkel for alle punkter.

1. Kvadrant
S [ S A St s . ®P(73)

(xy)

(abscissen, ordinaten)

2. Kvadrant

y-aksen
2.aksen
Ordinat-aksen

.+ | Origo

Koordinatsystemets midtpunkt

FRY S S

x-aksen
1.aksen
Abscisse-aksen

3. Kvadrant 4. Kvadrant



http://da.wikipedia.org/wiki/Linje
http://da.wikipedia.org/wiki/Parallel
http://da.wikipedia.org/wiki/Akse
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Enhedscirklen:

Nar koordinatsystemet er pa plads, er det pa tide at stifte bekendtskab med enhedscirklen.

Definitionen pa en enhedscirkel er nu enkel nok...

”En enhedscirkel er en cirkel med en radius pa 1 enhed, og som har midtpunkt i origo!

y

Bemark denne figur! Den vil —

X direkte eller indirekte — blive ét af de
1 allermest vigtige veerktgjer i resten
af studietiden.

Der afszttes et punkt, P, pa cirkelperiferien. Dette punkt kaldes ogsa: Retningspunktet for vinklen v.

Desuden indfares en vinkel, v, mellem 0° og 360 ° i positiv omlgbsretning (mod uret, begyndende mod
”@st”). Denne vinkel indlegges i koordinatsystemet, saledes at vinklens toppunkt — eller begyndelses-
punkt er beliggende i koordinatsystemets begyndelsespunkt, origo, og hvor vinklens ene ’ben” er sam-
menfaldende med x-aksen. Vinklens andet ”ben” skarer enhedscirklen” i punktet P.

1 90°
08, 90°
1
e 0.8
0.6 ]
0° /360°
Cos(v) 0.4 Sin(v) L
0.2} r=1
0 v ; ; ° Q°/ SGUI; :
: 0 0.2 0.4 0.6 08 1 12 1.
Cos(v)
-0.2
Enhedscirklen med en afsat vinkel, v, Samme enhedscirkel, men zoomet ind pa
og punktet P projiceret ind pa hhv. x-aksen 1. kvadrant.

og y-aksen.
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Fra punktet P projiceres en vandret linje (den rgde linje) ind pa y-aksen. Der, hvor den rade linje skerer
y-aksen, afseettes et punkt. Afstanden fra origo til dette punkt, defineres som sinus til vinklen v’ — eller
mere dagligdags — sin(v).

P& samme méade projiceres en lodret linje fra punktet P (den grenne linje) ned pa x-aksen. Der, hvor den
granne linje skarer x-aksen, afsattes et punkt. Afstanden fra origo til dette punkt, defineres som “’cosinus
til vinklen v — eller mere dagligdags — cos(v).

Laser man flere matematikbgger eller er til forelasning hos forskellige undervisere, finder man ud af, at
det i vid udstreekning er frivilligt, om man vil sette parentesen rundt om ’v’, eller hvad man nu ensker at

uddrage sinus, cosinus eller tangens af. | dette materiale, sdvel som i undervisningen, sattes parentesen
konsekvent af pedagogiske arsager.

Séledes far punktet P koordinaterne: (x;y)=(cos(v);sin(v))

Denne definition beskriver sin(v) og cos(v) for alle vinkler v mellem 0° og 360°.

Idiotformlen:

Ser man pa enhedscirklen, kan man sagtens forestille sig en retvinklet trekant, som udspandes af x-aksen,
linjen mellem origo og retningspunktet og den lodrette linje fra retningspunktet og ned til x-aksen.

Som det er beskrevet i et tidligere kapitel (om Pythagoras’ Leresatning), haves:

¢ =a’+b’

g Idet a, b og c udskiftes med leengderne fra enhedscirklen
1* =sin®(x)+cos®(x)

g

sin? (x)+cos? (x) =1

Ovenstaende formel kendes som "Idiotformlen" eller "grundrelationen".
Hvorfor den hedder saledes, er der vist ingen matematisk forklaring pa ...

sin® (x)+cos® (x) =1, kan ogsa skrives som: (sin(x))2 +(cos(x))2 =1

Beregning af sinus, cosinus og tangens i Excel:

Blot et lille nemt eksempel, for det tilfeelde, at man en dag skal udregne sinus eller cosinus i forbindelse
med et regneark.

Gradtal Sinus Cosinus Tangens
45,00° 0,707106781 0,707106781 1
A B C D
1 Gradtal Sinus Cosinus Tangens
2 |45 =SIN(RADIANER(A2)) |=COS(RADIANER(A2)) |=TAN(RADIANER(A2))

Bemark, at SIN- og COS-funktionerne i Excel som standard udelukkende kan udregnes korrekt, hvis
vinklen er opgivet i radianer. (Mere om radianer senere.) Derfor er der i alle udregninger en indre funkti-
on, som fgrst omdanner gradtallet til radianer.
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Et par gode rad og nogle eksempler:

I ”gamle dage” — dvs. da forfatteren gik i skole, var det sin sag at udregne sinus, cosinus og tangens til di-
verse vinkler! (Naturligvis med undtagelse af de bestemte vinkler som man ber kunne udenad...) Da
brugte man en tabel, og ved opslag, kunne man finde de gnskede verdier med 4 decimalers ngjagtighed.
Nu til dags, benytter man naturligvis en lommeregner, som kan finde de samme verdier med et meget
sterre antal decimaler pa meget kortere tid.

Der er naturligvis stadig nogle bestemte vinkler, for hvilke det er en god idé at kunne sinus og cosinus
udenad, men i langt de fleste tilfeelde findes resultatet bedst og udelukkende ved hjalp af en lommereg-
ner. Er der ikke angivet andet anbefales det, at man noterer resultaterne med 4 decimaler.

Bruger man lommeregner, er det dog vigtigt, at man lerer enten at viderefare sine resultater eller at bruge
lommeregnerens hukommelsesfunktion, saledes at det er de rigtige tal man regner videre med, og ikke en
afstumpet del af det. F.eks. er det en meget typisk fejl, at man noterer et resultat fra lommeregneren i sin
udregning, og nar man senere skal referere til det fundne resultat, sa indtaster man resultatet pa lomme-
regneren med de tre-fire decimaler, som man fik skrevet ned! Derved forsvinder pracisionen af resultatet,
idet der jo er mange flere decimaler, som lommeregneren ikke kunne bruge, da man selv har “amputeret”
resten af decimalerne.

Da bade sinus og cosinus er defineret i enhedscirklen, er det indlysende, at — afhangigt af vinklen, v — sa
vil veerdierne for sin(v) og cos(v) altid veere mellem -1 og 1. Det er vigtigt at huske, for det betyder at hvis
man i en udregning kommer frem til, at f.eks. sin(v) = 1,2, sa er der en meget stor sandsynlighed for, at
man har regnet forkert. (Der kan naturligvis ogsa forekomme opgaver, hvor man ved udregning skal bevi-
se at en eller anden pastand ikke kan lade sig gere, hvor dette bevis netop gennemfgres ved at vise at ver-
dien for sin(v) og cos(v) kommer til at ligge udenfor det gyldige interval.)

Som man vil se — enten ved hjelp af eksemplerne eller ved selv at foretage en raekke udregninger — er det
tydeligt at ved de ”sma” vinkler — eller rettere de vinkler som ggr, at retningspunktet P kommer til at lig-
ge relativt teet pd x-aksen, sa er der et meget stort udsving i verdien af sin(v). Eksempelvis vil sin(v) veere
omkring 0,1 ved blot v = 5°. Det betyder, at sinus-vardien vil stige til 10% af den mulige vrdi, nar grad-
veerdien er pd omkring 5% ud af de 90°, der jo giver den maksimale sinus-veerdi.

Der gelder nasten det samme for cosinus — blot er det her de “hgje” vinkler — altsa de vinkler som gar, at
retningspunktet P kommer til at ligge relativt taet pa y-aksen.

Det, som er vigtigt at forsta her er, at det er vigtigt at fa alle decimaler med i udregningerne. Naturligvis

runder man af i selve facit, men i alle mellemregninger skal ALLE MULIGE decimaler medtages, da en

forholdsvis lille eendring i sinus- eller cosinus-veerdierne kan medfare en relativt starre &ndring i vinklen
— 0g omvendt.

Samtidig betyder det ogsa, at — hvis man har muligheden — at man med fordel kan veelge sit veerktgj for-
nuftigt. Drejer det sig om en meget spids vinkel, kan det veere en fordel at udregne den vha. cosinus frem
for sinus.

... Og som altid er det absolut det bedste, hvis man kan udregne diverse resultater — udelukkende
ved at benytte de i opgaven givne data — frem for at benytte sig af en reekke mellemregninger og
deres resultater.

Skal man f.eks. udregne sideleengder og vinkler i en retvinklet trekant, er det vigtigt at man husker hele sit
formelbibliotek, og ikke kun “de seedvanlige tre-fire stykker”, for sa er det altid muligt at finde en formel
for det gnskede resultat, saledes at man udelukkende skal benytte de i opgaven givne oplysninger.

Og nu til selve eksemplerne... :
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‘ Vinkel: 0°
o sin(v) = 0
0 cos(v) = 1
' ) \ tan(v) = 0
) RGN R Retningspunkt P: (x;y)=(1;0)

0
B

08

Sin(v)=1
o
=1
04
oz

j

270

x=1

Wz o 02 ©a s o8
osiv) = 0
02
04
08
08,
—

80/
o, 0 {360

270

. -

Siniv) =05
04
=1 Tan(v) = 0.58
02
180" V=30 | 0° 1 360"
PR E R TR FFINNS TR PR VIR TR S R

Cos(y) = 0.67

/

2707

Sinfv) =0.71

Tan{v =1

0° 1 360"
ae | 0 1
Costy) = 071

270°

Hvor langt skal man gé op ad y-aksen for at ramme P? Naturligvis 0! Alts& er sin(0°) = 0.
Hvor langt skal man g& hen ad x-aksen for at ramme P? 1! Alts& er cos(0°) = 1.

Hvor langt oppe ad linjen x=1 er P? Igen — selvfalgelig 0! Altsa er tan(0°) = 0.

Vinkel: 90°

sin(v) = 1

cos(v) = 0

tan(v) = Ikke defineret 11!

Retningspunkt P: xy)=(0; 1)

Hvor langt skal man gé op ad y-aksen for at ramme P? 1! Altsa er sin(90°) = 1.
Hvor langt skal man g& hen ad x-aksen for at ramme P? 0! Altsd er cos(90°) = 0.
Hvor langt oppe ad linjen x=1 er P? Hvis punktet ligger lodret over origo, s er den

linje, som den ligger pa parallel og ikke sammenfaldende med x=1. Derfor er der ingen
lgsninger til dette spargsmal, og tan(90°) er ikke defineret!

Vinkel: 30°
. 1
sin(v) = ==0,5
v) >
cos(v) = ? ~0,8660...
tan(v) = g ~0,5774...
Retningspunkt P: (xy) =[§%} ~(0,8660;0,5)
Vinkel: 45°
sin(v) = g ~0,7071...
2
cos(v) = - ~0,7071...
tan(v) = 1
Retningspunkt P: (xy) =[€§] ~(0,7071,0,7071)
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W%
Vinkel: 60°
o8
Siniv) =0.87
sin(v) = —~0,8660...
= 2
04
1
" cos(v) = ==0,5
vesor l 2
160 ) 1 o 1 360
12z E X A 4 0 02 0.4 1 12
Cosv) = 0.5
tan(v) = J3~1,7321...
. 1.3
Retningspunkt P: (xy)= (5;§ ~(0,5;0,8660)
270
Vinkel: 180°
sin(v) = 0
cos(v) = -1
tan(v) = 0
Retningspunkt P: (% y)=(-1;0)
Hvor langt skal man ga op ad y-aksen for at ramme P?
Naturligvis 0! Altsa: sin(180°) = 0.
Hvor langt skal man gé hen ad x-aksen for at ramme P? 1!
Men man skal jo ga til venstre, sd det er negativ retning... Altsd er cos(180°) = -1.
Hvor langt oppe ad linjen x=1 er P? Igen — selvfglgelig 0! Altsa er tan(180°) = 0.

Vinkel: 270°
sin(v) = 1
cos(v) = 0
/'“ \ tan(v) = Ikke defineret 11!
/5 270 \
180 | o, 1 0° / 360 .
F T ,wcﬁi(ﬂm-‘ ] 0z Cosoa  Bs 08 }‘ 1 Retningspunkt P: xy)=(0;-1)
02
\*-—. Hvor langt skal man gé op ad y-aksen for at ramme P? 1!
r Men man skal jo gd nedad, i negativ retning... Altsd er sin(270°) = -1.
1
Hvor langt skal man ga hen ad x-aksen for at ramme P? 0! Altsa er cos(270°) = 0.
Hvor langt oppe ad linjen x=1 er P? Hvis punktet ligger lodret under origo, sa er den
i linje, som den ligger pa parallel og ikke sammenfaldende med x=1. Derfor er der ingen
lgsninger til dette spargsmal, og tan(270°) er ikke defineret!
o
Vinkel: 317,18°
sin(v) = -0,6797...
cos(v) = 0,7335...
tan(v) = -0,9267...
180° | 0° 7 380
12 -1 -08 08 -04 | 02 02 04 08 08 1 12 i N : = : —|
\ o Retningspunkt P: (x;y)=(0,7335,-0,6797)

Sin(v) = 0.68
8,
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Som allerede navnt, kan det veere en fordel at kunne huske de mest almindelige vinkler og deres tilhgren-
de sinus- og cosinus-verdier udenad. ..
Her er en lille nem méde at huske dem pa:

v 0° 30° 45° 60° 90°
cos(v) £=3=1 ﬁzo,seeo ﬂzO,?O?l £=3 @=o
2 2 2 2 2 2 2
|
sin(v) @:0 ﬂ:l £z0,7071 ﬁz()’gﬁ@o ﬂzgzl
2 2 2 2 2 2 2

Bemaerk at hvis man kan huske blot én af alle disse veerdier, burde man kunne huske dem alle sammen.

V4 _2_

Tag f.eks. det farste felt i cosinus-raekken: > = > =1. I den naste kolonne skal man treekke 1 fra det tal,

som star under kvadratroden og sa videre, indtil man nar 0. Nar man s skal udregne sinus-rakken, spejler
man blot raekken og skriver de samme tal op igen, men begynder denne gang fra hgjre... S virker det!

Her skal der st& noget om to lgsninger til Sin(v) = x, samt forklaring af ArcSin, ArcCos og ArcTan.
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Sinus, cosinus og tangens i retvinklede trekanter:

Tages igen udgangspunkt i enhedscirklen og der ”zoomes” ind pa 1. kvadrant, ses folgende:

.10 Der kan indleegges en trekant i figuren, som har
hjgrnepunkter i origo, P og i cos(v).

o8 Denne trekant er markeret med gren farveleegning.
Bemeerk, at der findes en anden og kongruent tre-
kant med hjgrnepunkterne i origo, P og i sin(v).
Denne trekant er markeret med bla farvelaegning.

06|

0.4 | Sin(v)
Den grgnne trekant, der jo er retvinklet, isoleres idet
02 — projektionen fra P ned pa x-aksen er lodret og der-
med parallel med y-aksen.
0 v L‘I ; ; i 0° ISGUI; :
? 0 0.2 ‘0.4 0.6 08 | |1 12 1.

Cos(v)

-0.2

Denne trekant kaldes trekant 1. Derved vil alle mal til denne trekant have index 1.

Det ses nu, at hypotenusen i denne trekant er lig med 1. Denne side kaldes for cs.

De to kateter, har jo — som tidligere forklaret — leengderne hhv. sin(v) og cos(v). Disse to sider kaldes hhv.
for a; og bs.

sin(v) = a;

cos(v) = by

Nu indfares en vilkarlig ligedannet trekant. (Den rade trekant, som er en vilkarlig forstarrelse af den
grgnne trekant. Det kunne sdmand endda vaere en formindskelse, men lad det vere antaget, at starrelses-
faktoren mellem de to trekanter, kan vare et vilkarligt tal mellem O (inklusive) og uendeligt.)

Isoleres denne nye trekant, kan der sattes sideleengder pa. Alle sideleengder i denne nye trekant, navngi-
ves pa samme made, som med den grgnne trekant, men der gives ikke noget index, da den repraesenterer

en vilkarlig trekant (aABC).

Hypotenusen = ¢
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Ifalge reglen om ensvinklede trekanter, kendes forholdene:

(9]

a_b _¢c
a b ¢

Der fokuseres pa siderne a og c.

a4
a

oo

Da siden c; er lig med 1, og a; er lig med sin(v), kan udtrykket opskrives saledes:

a 1
a ¢
g
sin(v) 1
a ¢
g
sm(v):%

Da den rgde trekant er en vilkarlig trekant, omskrives udtrykket pa fglgende made:

sin(v) = Modstéende Katete
Hypotenusen

P& fuldsteendig samme made, kan udtrykket for cosinus beregnes. Siderne b og ¢ betragtes.

by

1

b ¢

o

Da siden c; er lig med 1, og by er lig med cos(v), kan udtrykket opskrives saledes:

b 1
v e
g
cos(v) 1
b ¢
g
cos(v):g

Da den rgde trekant er en vilkarlig trekant, omskrives udtrykket pa fglgende made:

cos(v) _ Hosliggende Katete
Hypotenusen

Nar der skal udledes et tilsvarende udtryk for tangens, skal der teenkes lidt anderledes. Her er hypotenusen
jo ikke ngdvendigvis 1. Det er til gengeeld afstanden fra origo, og sa ud til x = 1, eller med andre ord, den
linje, som tangens defineres pa.
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Sinusrelationerne

C1
tan(v) = a;

vV

1= b1
Nu introduceres en vilkarlig ligedannet trekant (den rade trekant, som er en forstarrelse af den grgnne tre-

kant).

Isoleres denne nye trekant, kan der sattes sideleengder pa. Alle sidelaengder i denne nye trekant, navngi-
ves pa samme made, som med den grgnne trekant, men der gives ikke noget index.

b

Ifalge reglen om ensvinklede trekanter, bliver forholdene:

a 1
a b
g
tan(v) 1
a b
g
tan(v):%

Men da den rede trekant er en vilkarlig trekant, omskrives udtrykket pa falgende made:

tan (v) = Modstéende Katete
Hosliggende Katete
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Hermed kan fglgende lille formelsamling opstilles:

Vinkelsummen i en trekant er lig med 180°
3
DV, =180° < v, +V, +V, =180°

i=1

Pythagoras’ Lzereszetning
¢’ =a’+b’
Eller endnu bedre:
Hypotenusen® = Katete,” + Katete,”

Areal af en retvinklet trekant

1
Areal = =-Katete” - Katete,”
2

Sinus til en vinkel i en retvinklet trekant
. Modstaende Katete
sin(v) =

Hypotenusen

Cosinus til en vinkel i en retvinklet trekant
Hosliggende Katete
Hypotenusen

cos(v) =

Tangens til en vinkel i en retvinklet trekant
Modstéende katete
tan(v) = -
Hosliggende katete

Sinusrelationen
a b ¢
sin(A)fsin(B)fsin(C)

Cosinusrelationerne

a’=b’+c*-2-b-c-cos(A) < cos(A)=

b*=a’+c*—2-a-c-cos(B) <« cos(B)=

c’=a’+b*-2-a-b-cos(C) < cos(C)=

b’ +cf-at
2-b-c
_a‘+c’-b’

(Gelder for ALLE trekanter)

(Geelder KUN for retvinklede trekanter)

(Geelder KUN for retvinklede trekanter)

(Gelder KUN for retvinklede trekanter)

(Geelder KUN for retvinklede trekanter)

(Geelder KUN for retvinklede trekanter)

(Geelder for vilkarlige trekanter)

¢’ —a?

(Geelder for vilkarlige trekanter)

_a’+b?—c?
2-a-b

Areal af en retvinklet trekant

Areal = %-a-b-sin(c)
1 .

Areal = E-a~c‘sm(B)
1 .

Areal= =-b-c-sin(A)

N

(Geelder for vilkarlige trekanter)
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Vilkarlige trekanter
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Da den anden Igsning til ligningen cos(x) = k, altid vil ligge i 3. eller 4. kvadrant i enhedscirklen, eller
med andre ord mellem 180° og 360°, sa er det altsa i et interval, som man aldrig vil kunne opnd i en tre-
kant, da vinkelsummen i en trekant er lig med 180°.
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Sinusrelationerne

Vi gnsker at bevise falgende satning: sina(lA) = sinkEB) = sin?C)

Farst tegnes en vilkarlig trekant. (Spidsvinklet)

Hgjden fra B indtegnes og figuren malsattes.

Punkt D indfares, der hvor ¢

hgjden fra B rammer linjen b.

A b D C
Som det ses, inddeler hgjden fra pkt. B den vilkarlige trekant i to retvinklede trekanter.

Hvis den ”venstre” retvinklede trekant, trekant ABD, betragtes, opstilles fglgende ligning med de sedvan-
lige ”varktajer” for den retvinklede trekant:

_ Modstéende Katete _ hy

sin(A) o
ypotenusen c

)
hg =c-sin(A)

Tilsvarende betragtes den ”hgjre” retvinklede trekant, trekant BCD, og der fremkommer et lignende ud-

tryk:
sin ( C) _ Modstaende Katete _ h_B
Hypotenusen a
g
hg =a-sin(C)

Det er den samme h; i de to ligninger. Der er jo ikke tegnet en ny trekant i mellemtiden. Derfor kan fal-
gende skrives:

c-sin(A)=a-sin(C)
g Almindelig division giver:
c a
sin(C)  sin(A)

a b c )
sin(A) sin(B) sin(C)”
men resten kan nemt indses ved at tegne hgjden fra enten pkt. A eller pkt. C, og sé kare beviset igen. (I

princippet, kan man blot ngjes med at &ndre navnene pa trekantens hjarner og kere beviset igen. Da kan
man undlade at ”dreje” hele figuren og tegne nye hgjder...)

Det er ganske vist kun en del af sinusrelationen (den hedder jo egentlig:

Q.E.D
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Men hvad nu hvis trekanten er stumpvinklet i stedet for spidsvinklet?

Det viser sig, at beviset er fuldsteendig analogt med det allerede viste bevis for den spidsvinklede trekant:

B

Som det ses, danner hgjden fra pkt. B den vilkarlige trekant to retvinklede trekanter, ABD og BCD.

Hvis den venstre” retvinklede trekant, trekant ABD, betragtes, opstilles fglgende ligning med de sedvan-
lige "varktajer” for den retvinklede trekant:

. Modstaende Katete  h,
sin(A)= =-£
Hypotenusen c
g

hg =c-sin(A)

Og betragtes tilsvarende den hejre” retvinklede trekant, trekant BCD, fas et lignende udtryk:

. Modstdende Katete  h;
sin(C) = -8
Hypotenusen a

g

hy =a-sin(C)

Det er den samme h; i de to ligninger. Der er jo ikke tegnet en ny trekant i mellemtiden. Derfor kan fal-
gende skrives:

c-sin(A)=a-sin(C)
i} Almindelig division giver:
c _ a
sin(C)  sin(A)

a b ¢ )
sin(A) sin(B) sin(C)”
men resten kan nemt indses ved at tegne hgjden fra enten pkt. A eller pkt. C, og sa kere beviset igen. (I

princippet, kan man blot ngjes med at @ndre navnene pa trekantens hjgrner og kare beviset igen. Da kan
man undlade at “dreje” hele figuren og tegne nye hojder...)

Det er ganske vist kun en del af sinusrelationen (den hedder jo egentlig:

Q.E.D
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Cosinusrelationerne
a’=b*+c’-2-b-c-cos(A) < cos(A)z%
) . s o a?+c2-h?
Folgende stninger snskes bevist: |b* =a’+c?—2-a-c-cos(B) < cos(B)=W
¢’=a’+b*-2-a-b-cos(C) <« cos(C)z%

... der jo tilsammen udger cosinusrelationerne ...

Forst tegnes en vilkarlig trekant. (Spidsvinklet)

Hgjden fra B indtegnes og figuren malszttes.

Punkt D indfares, der hvor
hgjden fra B rammer linjen b.

Som det ses, inddeler hgjden fra pkt. B den vilkarlige trekant i to retvinklede trekanter.

Betragtes den “venstre” retvinklede trekant, trekant ABD, er det muligt at opstille falgende ligning med de
sedvanlige "varktejer” for den retvinklede trekant — i dette tilfeelde: Pythagoras’ Leresaetning:

c? =h.2 +(x-b)’
i} Ser man ngje efter, er det blot Pythagoras' Leeresetning.
Derefter bruges kvadratsaetningerne til at rydde op...
¢’ =hy? +(x2 +b? —2~x-b)
g Parentesen haves...
¢’ =h2+x*+b*-2-x-b

Betragtes tilsvarende den hgjre” retvinklede trekant, trekant BCD, fas et lignende udtryk:

a’=h2+x°

)
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Resultatet af den seneste udregning, h,”, indsettes i den farste udregning:

¢t =h+x*+b*-2-x-b

) Udtrykket for h,* indsettes
c?=a’ A %€ +b2—2.x-b
g Og der ryddes op...

c®=a’+bh*-2-x-b

Det eneste problem er dog nu, at °x’ ikke er kendt! Men vha. de *gamle’ regneregler for den retvinklede
trekant, kan X’ nemt findes... Se blot pa tegningen igen, og betragt specielt trekanten BCD. Her geelder:

_ Hosliggende Katete
Hypotenusen

cos(v)

cos(C):g
)

x =a-cos(C), hvilket indszttes i den forrige udregning...

c?=a’+bh’-2-x-b

g
c’=a’+b*-2-a-cos(C)-b

g Og hvis der @ndres lidt pa faktorernes reekkefalge...
c’=a’+b’-2-a-b-cos(C)

Det ses, at resultatet er den ene af ligningerne i det, som tidligere blev praesenteret som “’cosinusrelatio-

nerne”, men resten kan nemt indses — som det var tilfeldet ved sinusrelationen — ved at tegne hgjden fra
enten pkt. A eller pkt. C, og s kare beviset igen. (I princippet, kan man blot ngjes med at ndre navnene
pa trekantens hjerner og kere beviset igen. Da kan man undlade at “dreje” hele figuren og tegne nye hgj-

der...)
Q.E.D
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Men hvad nu hvis trekanten er stumpvinklet i stedet for spidsvinklet?

Det viser sig, at beviset er stort set analogt med det allerede viste bevis for den spidsvinklede trekant, men
dog med en lille krglle! Den beskrives senere:

b+ x

Som det ses, danner hgjden fra pkt. B den vilkarlige trekant to retvinklede trekanter, ABD og BCD.

Betragtes den “store” retvinklede trekant, trekant ABD, kan fglgende ligning opstilles med de sedvanlige
”verktejer” for den retvinklede trekant — i dette tilfeelde: Pythagoras’ Laeresetning:

c? =h,2 +(x+b)’
g Ser man ngije efter, er det blot Pythagoras' Learesatning.
Derefter bruges kvadratsatningerne til at rydde op...
¢’ =hg? +(x2 +b? +2-x-b)
g Parentesen haeves...

¢’ =h?+x*+b*+2-x-b

P4 samme made fokuseres pa den “lille” retvinklede trekant, trekant BCD, og der fas et lignende udtryk:
a’=h+x
g
hy =a—x’

Resultatet af den seneste udregning, h,”, indsattes i den farste udregning:

¢t =h+x*+b*+2-x-b

) Udtrykket for h,* indsettes
c?=a’ A 4% +b2+2-x-b
g Og der ryddes op...

c®=a’+h*+2-x-b
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Det eneste problem er dog nu, at °x’ ikke er kendt! Vha. de *gamle’ regneregler for den retvinklede tre-
kant, kan ’X’ nemt findes... Se blot pa tegningen igen, og betragt specielt trekanten BCD. Her gelder:

_ Hosliggende Katete

cos(v)
Hypotenusen
g
X
c)=2
cos(C) "
g
x=a-cos(C)

Men trekant BCD er jo kun en hjealpetrekant, som ligger helt uden for den egentlige trekant ABC. Og det
bemerkes, at der er ”ydersiden” af vinklen C - Cygre, som er fundet. Det er derimod Cinare, SOM der er brug for.

Det bemeerkes at vinklerne Cygre 0g Cingre €r supplementvinkler. Og det betyder, at:

cos(180°—v) =—cos(v)

Eller i dette tilfeelde:

COS(Cindre) = _COS(Cydre )

Og nu ikke mere snak om “indre” og ydre”... (Det blev jo kun indfgrt for bedre at kunne forsta proble-
matikken omkring vinkel C.) Det ses, at ”Cingre” rent faktisk ikke benyttes overhovedet, og derfor kaldes
”C” fremover blot for ”Cyare”.

Altsé er:

x=a-(—cos(C))
g

X= —a~cos(C), hvilket indseettes i den forrige udregning...

c2=a’+b’+2-x-b

g
¢’ =a’+b’+2-(-a-cos(C))-b

g Og hvis parentesen haves, og der a&ndres lidt pa faktorernes raekkefalge ...
c’=a’+b’-2-a-b-cos(C)

Det ses, at resultatet er den ene af ligningerne i det, som tidligere blev praesenteret som “’cosinusrelatio-
nerne”’, men resten kan nemt indses — som det var tilfaeldet ved sinusrelationen — ved at tegne hgjden fra
enten pkt. A eller pkt. C, og s kare beviset igen. (I princippet, kan man blot ngjes med at &ndre navnene
pa trekantens hjerner og kere beviset igen. Da kan man undlade at ”dreje” hele figuren og tegne nye hgj-

der...)
Q.E.D




