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1. Introduktion:
Definition:

Farst og fremmest, er det vigtigt at forstd, hvordan vektorer udmeerker sig i forhold til andre tal-
typer.

Galileo Galilei, som levede mellem 1564 og 1642 — altsa pa nogenlunde samme tid, som vor
egen Kong Christian d. 4., formulerede i sin tid naturvidenskabens opgave pa denne made:

YAt mdle alt, der kan mdles, og at gore alt det, der ikke kan mdles, mdleligt.”

Det er netop det, som ofte sker i f.eks. matematik, fysik og kemi. Her vil man ofte ende med et
resultat — en talveerdi, der ogsa kaldes for en skalar. Ordet stammer fra det latinske “’scalaris”,
der er en starrelse uden retning (eller mere pracist beskrivelsen af trin — enten pa en trappe eller
en stige — altsa noget man kan talle eller male), som kan angives alene ved en talveerdi. Pa en-
gelsk har man jo ogsa udtrykket: ”Scale”, som kan have mange betydninger:

sb. ”On a scale from 1 to 10.” — P4 en skala fra 1 til 10.”) (Skala som tallinje (maleenhed))

sb. “Put it on the scale.” — “Leg den pa veegten.” (En veegt (maleinstrument))

sb. ”"WW?2 was an operation of an enormous scale.” —“2. Verdenskrig var en operation af et betydeligt omfang.” (Omfang)
sb. ”This map uses a scale of 1:100.” — “Dette kort har et malestoksforhold pé 1:100.” (Malestoksforhold)

sb. ”You should rehearse the scales on your piano.” — ”Du skal gve dig pé dine skalaer p4 klaveret.” (Musiske tonesekvenser)
vb. ”Scale that up by a factor 10.” — ”Skalér dette op 10 gange.” (Forstgr/formindsk)

vb. “He scaled the Mount Everest.” — “Han besteg Mount Everest.” (Bestige/klatre)

Det ses, at alle disse betydninger alle har noget at gare med at male eller at gare noget trinvist.

@nsker man imidlertid at beskrive f.eks. Jaguarens beveagelse pa Helsinggrmotorvejen i et be-
stemt gjeblik, kreeves der bade en fart og en retning. Den kan jo bade veere pa vej mod nord (om
morgenen) eller pa vej mod syd (efter fyraften). Her indfagres det matematiske begreb, vektorer.
Disse er karakteriseret ved bade at have en talveerdi og en retning. | tilfeeldet med Jaguaren,
kunne lengden af vektoren svare til bilens hastighed og retningen er — som navnt — den geogra-
fiske retning pa motorvejen.

Definition:  Mangden af alle linjestykker med samme laengde og samme orientering kaldes
en vektor. Hvert af disse orienterede linjestykker kaldes en pil, og hver pil kal-
des en repraesentant for vektoren.

I ovenstaende definition er det specielt vigtigt at forsta, at nar man far opgivet en vektor, sa er
der i princippet uendeligt mange repraesentanter (pile), som repreaesenterer vektoren.

Tegner man to pile (vektorer), der hver har samme retning og samme laengde, indses det, at den
ene vektor ogsa kunne veere fremkommet ved at parallelforskyde den anden.

Pile, der svarer til samme parallelforskydning siges at veere a&kvivalente.




Michel Mandix (2021)

Side 6 af 88

Notat om vektorer — Introduktion

Nogle begreber:

Her falger en reekke vendinger og skrivemader, som anvendes i forbindelse med vektorer:

Laengde:

Enhedsvektor:

Parallelle vektorer:

Ensrettede vektorer:

Modsat rettede vektorer:

Ortogonale vektorer:
= Vinkelrette vektorer:

Nulvektoren:

Egentlige vektorer:

Uegentlig vektor:

Stedvektor:

Ved lzengden af en vektor a forstas leengden af en vilkarlig repree-
sentant, malt med en given enhed, f.eks. cm.

Langden af vektoren a betegnes som: ‘5‘.
Som det erindres — bade fra geometri, trigonometri og analytisk

plangeometri, kan en lengde ikke vaere negativ, og skrives derfor i
“numerisk”-parenteser.

En vektor med lengden 1 kaldes for en enhedsvektor.

To vektorer a og b kaldes parallelle, hvis de pile, der repraesente-
rer dem, er parallelle. | s& fald skriver man a/||b.

Dette gaelder egentlig kun “’haldningen” — ikke retningen.
(Se de to naeste punkter for klarificering).

Er vektorer, der er parallelle og har samme retning.

Det lyder i farste omgang markveerdigt, men det skal ses i relation
til det naeste udtryk: "Modsat rettede vektorer”.

Er vektorer, der er parallelle og modsat rettede.

To vektorer kaldes ortogonale (ses af og til stavet som:

“orthogonale” — men det er en stavefejl pa dansk! Det kommer af
det engelske “orthogonal”), hvis de pile, der repraesenterer dem, er

orienteret vinkelret p hinanden. | s fald skrives det: a Lb.

Er en vektor, med lzengde 0, og den betegnes 0. Da AA (en vek-
tor, fra punkt A til punkt A) har lengden 0, er AA=0, og kan re-
praesenteres ved en prik. o tillegges ingen retning.

Er alle vektorer, der ikke er (nulvektoren).

Er nulvektoren, 0.

Enhver vektor, som har sit begyndelsespunkt i origo.

En del af disse begreber, bliver beskrevet yderligere i de senere kapitler.
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2. Afbildning af vektorer (i et koordinatsystem):

Da vektorer jo — i modsetning til almindelige tal (skalarer) — er forsynet med en retning udover
starrelsen (leengden), er der ogsa serlige krav til afbildningen af vektorer.

T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5

Figur 1: En vektor afbildet i et retvinklet koordinatsystem.

Igen er det vigtigt at huske pa, at der er tale om en reprasentant for vektoren. Den kan jo
egentlig ligge hvor som helst, sa leenge den har samme lengde og retning.

I ovenstaende illustration, er indtegnet en vektor, som gar fra pkt. A til punkt B.
Retningen kan ses pa selve pilen, og derfor er det meget vigtigt at veere omhyggelig med at
tegne vektorpilene den rigtige vej.

Da vektoren har sit udgangspunkt i pkt. A, siges dette at veere vektorens begyndelsespunkt.
Punkt B, hvor vektoren slutter, kaldes for vektorens pilpunkt. Disse to begreber er meget vig-
tige, ligesom det er meget vigtigt at forsta, at begyndelsespunktet og pilpunktet egentlig kun er
med til at definere vektorens lzengde og retning, og at pilen, som reprasentant for vektoren sta-
dig kan parallelforskydes rundt i hele koordinatsystemet.

Der er et specialtilfelde! Hvis vektorens begyndelsespunkt er beliggende i origo, sa betegnes
vektoren som en stedvektor. | dette tilfeelde er vektorens pilpunkt identisk med vektorens koor-
dinater.

T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5

Figur 2: En stedvektor med begyndelsespunkt i origo.

Stedvektorer beskrives i detaljer i et senere afsnit.
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3. Notation og beregning af vektorer:

Som det allerede ses pa figur 1, sa er der allerede en del oplysninger, som kan benyttes til at be-
skrive en vektor.

En vektor beskrives generelt som: v — altsd vektorens navn” med en lille hejrepil over. Man
kan navngive en vektor med et hvilket som helst navn, men det anbefales da at navngive vekto-
rerne med et kort, fornuftigt og beskrivende navn.

Er vektoren beskrevet som en vektor, der udspringer i punkt A og slutter i punkt B, kan vektoren

betegnes som: AB - altsé punkternes navne i reekkefalgen “fra og til”, skrevet i versaler og med
en lille hgjrepil over.

Som med alle andre matematiske stgrrelser kan man navngive dem efter behag og kalde dem for
hvad som helst. Der opfordres dog til — under normale omstaendigheder — at navngive vektorer
med sma bogstaver med en pil over eller hvis det er en vektor fra et punkt til et andet, som nav-
nene pa de to punkter (med store bogstaver, som punkter normalt navngives) med en pil over.

Strengt taget, kan man notere en vektor pa stort set uendeligt mange mader, blot man ger laese-
ren opmarksom pa, at der er tale om vektorer. Saledes kan man sagtens opleve at vektorer er
angivet pa andre mader — en populear metode er at benytte fede bogstaver (boldface skrifttyper).
Det er almindeligt — specielt i engelsksproget litteratur. Sa det er vigtigt at vide, at pilene er
valgfri — bade for leeseren af dette notat, men ogsa for alle andre — sa der ikke er tvivl, hvis man
f.eks. laeser et notat af udenlandsk oprindelse.

I undervisningen her, foretraekkes (kraeves) dog notationen med pile!

Dvelse 3.1:
E G H
B 5 i e
e i
= |
D F
c A 4
d
Q K i
D \ g /
C e ———

L

Ovenstaende figur viser en raeekke punkter og vektorrepraesentanter. Afger ved hjalp af disse,
om fglgende udsagn er sande: (1 enhed = siden i en tern).

1) AB=QP |2) IK=b 3) AB=b 4) JH=AB |5)

6) DE=GF |7) a=LM 8) AC=ON |9) d=e 10)
11) IH=e 12) KIJ=LM |13) PB=QP |[14) QQ=AB |15) DF=AC

QP
e

Ol Ol
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Dvelse 3.2:

Tegn et kvadrat og navngiv vinkelspidserne: A, B, C og D.

Til hvert par af vinkelspidser A og B svarer to vektorer, nemlig AB og BA. Hvor mange for-
skellige vektorer kan pa denne made dannes vha. kvadratets vinkelspidser)?

@velse 3.3:

Idet vektorerne ses pa figuren i gvelse 3.1, skal det i hver af nedenstaende udsagn angives,
hvilket eller hvilke af symbolerne ” || ” (parallel),” L ” (ortogonal),” = 7 (lig med)

2

0g

” (leengde), der gor udsagnet sandt. (Der kan vzre flere rigtige svar til hvert spargsmal).

2) QP AB [3) ON e 4 ON DE |5 DE AC

6) JH IK |7 PF EG |8 HI ON |9 PB AQ |10) AA EE

[EEN

~
Q.
@D

Koordinater:

Indtil videre har alle de vektorer, som har veeret beskrevet, vaeret angivet som pile, der har vist
retning og leengde.

Ofte er vektorer dog angivet ved et sat koordinater, som beskriver vektoren.

Dette kan geres pa to mader — rektangulare koordinater eller poleere koordinater, og begge ma-
der vil blive beskrevet i det fglgende.

Uanset hvilken koordinattype der anvendes, vil dette indirekte ogsa resultere i en retning og en
leengde.

Rektangulere koordinater:

. . - [ AX .
En vektor skrives med rektangulaere koordinater som: a = [A ] hvor Ax er vektorens tilveekst
y
langs x-aksen, og hvor Ay er vektorens tilveekst langs y-aksen. Bemark retninger! Som allerede
naevnt betegnes en tilvaekst langs x-aksen som positiv, hvis Ax er positiv (mod hgjre) og som
negativ, hvis Ax er negativ (mod venstre) — ligesom en tilvaekst langs y-aksen betegnes som
positiv, hvis Ay er positiv (opad) og som negativ, hvis Ay er negativ (nedad).

Det vil altsa sige, at man kan betragte vektorens koordinater, som relative koordinater i forhold
til vektorens begyndelsespunkt. Antages det, at der arbejdes i et normalt, kartesisk koordinatsy-
stem, vil Ax regnes positiv, safremt vektorens pilpunkt er beliggende til hgjre for vektorens be-
gyndelsespunkt og negativ hvis pilpunktet er beliggende til venstre for begyndelsespunktet. Pa
samme made kan Ay regnes positiv, safremt vektorens pilpunkt er beliggende over vektorens
begyndelsespunkt.

Skrivemaden for en vektors rektangulaere koordinater introduceres for at undga forvekslinger

med punktkoordinater (i planet), der noteres som ( X;y )=(%;Y, ) -

Saledes regnes det normalt for en fejl, safremt man noterer en vektors koordinater
som: ( Ax;Ay).
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Symbolet for et rektangulert vektorkoordinat laeses: “vx, (komma) v, .

o . - . -~ (3
Sa hvis der tages udgangspunkt i figur 3, sa kan denne vektor noteres som; v = (1] , daman
fra punkt A (vektorens begyndelsespunkt) skal 3 enheder til hgjre (positiv retning) hen ad
x-aksen og 1 enhed op (positiv retning) ad y-aksen, for at komme til punkt B (vektorens pil-
punkt).
Man siger ogsa, at dette er vektorens vektorkoordinater.
Sagt pa en anden made: Hvis man afsatter et vilkarligt punkt i et koordinatsystem og kalder det

for en vektors begyndelsespunkt, sa er vektorkoordinaterne den afstand man skal ga hhv.
vandret og lodret, for at kunne afsatte pilpunktet.

Pilpunkt
Begyndelsespunkt

Figur 3: Begyndelsespunkt og pilpunkt.

Stedvektorer:

Hvis en vektor har sit begyndelsespunkt i origo, kaldes denne vektor for en stedvektor.

Det vil sige, at vektorens vektorkoordinater er lig med dens pilpunkt. Da man frit kan flytte re-
praesentanterne for en vektor rundt som man lyster, kan enhver vektor placeres saledes. Det vil
senere Vvise sig at veere meget praktisk at regne med stedvektorer.

Dette kan stilles op som en ligning. Dette viser sig i gvrigt af veere en keempe fordel senere, idet
én vektorligning kan opdeles i to separate regnskaber — et x-regnskab og et y-regnskab.

Pilpunkt = Begyndelsespunkt + vektorkoordinater

0

[Pilxj (Beg.xJ [VXJ {Pilszeg.x+vX
= + ; :
Pil, Beg., v, Pil, =Beg., +Vv,




Michel Mandix (2021) Notat 14

Notat om vektorer — Notation og beregning

Her er der et lille teoretisk notationsproblem. Som tidligere navnt, skelnes der mellem punktko-
ordinater og vektorkoordinater. De kan ikke umiddelbart skrives i samme udtryk, (som gjort
ovenfor), men her gares brug af det faktum, at enhver vektor kan forskydes efter behag, sa
leenge lengde og vinkel bevares.

S& matematisk teknisk, forestiller man sig, at de to navnte punkter (begyndelsespunktet og pil-
punktet), ikke er punkter, men i stedet pilpunkter (eller vektorkoordinater) for to stedvektorer,
som gar fra origo (ngdvendigvis) og sa ud til de to omtalte punkter. Derved kan punkterne stilles
pa samme form som vektorkoordinaterne, og det hele passer sammen.

Emnet: "Vektoraddition" gennemgas i et af de fglgende afsnit.

Pilpunkt

Begyndelsespunki

0 Origo 1 2 3 4 5

Figur 4: Begyndelsespunkt og pilpunkt "erstattet' af stedvektorer.

Pil, _( Beg., v,
Pil, | | Beg., " v,
g
Beg., | (Pil, vV,
Beg., | | Pil, ) (v,
g
[VX] ~ (PiIXJ (Beg.xj
v, Pil, Beg.,
Sa uanset hvilke to oplysninger man kender om en vektor, sa kan man udregne den sid-
ste vha. ovenstaende ligning.
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Eksempel 3.1:

| et koordinatsystem er givet punkterne: A(3;2) og B(-1;-3).

Bestem koordinaterne til vektor AB .

Nar man regner med vektorer til daglig, teenker man maske blot, at vektoren udspringer i begyn-
delsespunktet og “havner” i pilpunktet, som er vektorkoordinaterne ”vak” fra begyndelsespunk-
tet. Det er tilladt at teenke, som en huskeregel, men hvis dette regnestykke skal ga op, sa kan
man jo ikke treekke to punktkoordinater fra hinanden og fa et vektorkoordinat ud af det. Sa i vir-
keligheden, forestiller man sig, at der gar en stedvektor (indlysende nok) fra origo og ud til be-
gyndelsespunktet og en anden stedvektor gar ud til pilpunktet. Derved bliver begyndelsespunk-
tet og pilpunktet “omdannet” til vektorkoordinater, som man sé kan traekke fra hinanden, hvilket
vil resultere i differensen mellem de to punkter, hvilket jo ma vaere selve vektoren. Derved er
regnestykket helt i orden.

| et senere afsnit diskuteres vektorsubtraktion, som egentlig er det veerktgj, som benyttes her.
Indtil videre accepteres ligningerne pa forrige side, sa resultatet giver:

Pilpunkt = Begyndelsespunkt + vektorkoordinater !

)

vektorkoordinater = Pilpunkt — Begyndelsespunkt

(Pilxj [Beg.xj '
Pil, Beg., | 7 | | | «

AB

TN
< <
< x
~
|

AR i

Det ses tydeligt pa skitsen, at AB gar fra hgjre mod venstre og nedad. Ser man desuden p& ko-
ordinaterne, bevaeger man sig —4 langs x-aksen og -5 langs y-aksen. Der er altsa grund til at tro,
at udregningen er foretaget korrekt.
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Eksempel 3.2:

— 3
Givet vektor AB:( 5}.

Vektor AB @nskes indlagt i et koordinatsystem med begyndelsespunkt i A(-2;2).

Bestem koordinaterne til pilpunktet B.

Fuldsteendig analogt til sidste eksempel. Nar man regner med vektorer til daglig, teenker man
maske blot, at vektoren udspringer i begyndelsespunktet og “havner” i pilpunktet, som er vek-
torkoordinaterne vaek™ fra begyndelsespunktet. Det er tilladt at teenke, som en huskeregel, men
hvis regnestykket skal ga op, sa kan man jo ikke laegge et vektorkoordinat sammen med et
punktkoordinat! Sa i virkeligheden, forestiller man sig, at der gar en stedvektor (indlysende nok)
fra origo og ud til begyndelsespunktet. Derved bliver begyndelsespunktet "omdannet” til et vek-
torkoordinat, som man sa kan laegge sammen med selve vektorens vektorkoordinat. Derved er
regnestykket helt i orden.

| et senere afsnit diskuteres vektoraddition, som egentlig er det veerktaj, som benyttes her. Indtil
videre accepteres ligningerne pa forrige side, sa resultatet giver:

Pilpunkt = Begyndelsespunkt + vektorkoordinater

z(EiI:J[:zzzzHX;J |
-G

TN
I3
‘<_ X_
~
Il

|
W |l
N
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Notat om vektorer — Notation og beregning

Eksempel 3.3 (som pa figur 1):

- (4
Givet vektora = (2) . Begyndelsespunkt: ( x;y )=(2;1). Bestem pilpunktet.

Pilpunkt = Begyndelsespunkt + vektorkoordinater

g
Pil, Beg., A
(o) (o (]
g
Pil, 2 4 2+4
Pil, :(1 +[2) :(1+ 2}

Pil, 6
Pil. | |3

y

Dvs. at pilpunktet liggeri:( x;y )=(6;3)

Eksempel 3.4 (uafhaengigt af figur 1):

Givet vektorb =(

Bestem begyndelsespunktet.

Pilpunkt = Begyndelsespunkt + vektorkoordinater

0

Begyndelsespunkt = Pilpunkt — vektorkoordinater

)

(o 1)

g

[

)

Dvs. at begyndelsespunktet ligger i:( x;y )=(-1;-1)

52) Pilpunkt: (x;y)=(4;-3).
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Eksempel 3.5 (uafhaengigt af figur 1):
Givet begyndelsespunkt: ( x;y )=(-2;4) og pilpunkt: (x;y)=(-6;-5).

Bestem vektorkoordinatet.

Pilpunkt = Begyndelsespunkt + vektorkoordinater

)

vektorkoordinater = Pilpunkt — Begyndelsespunkt

[N
ﬁ(zi][_gj[f][ﬁs ) (o9

Givet seks vektorers begyndelses- og pilpunkt. Bestem ved udregning de seks vektorers
vektorkoordinater.

1) a garfra A(-3-4) til B(-5,2) 4) d garfra G(-2-3) til H(41)
2) b garfra C(-13) til D(-31) 5) e garfra I(—4;4) til J(3,4)
3) c garfra E(-L1) til F(6;-1) 6) f garfra K(8;2) til B(8-1)
@velse 3.5:

Givet seks vektorers begyndelsespunkt og vektorkoordinat. Bestem ved udregning de seks
vektorers pilpunkter.

1) é:(:zj & Agyns =(4:6) 4) 6:[2) & Dgegng =(—5;-2)
. (0 . (1

2) b=(_7j & Byuyns =(6;4) 5) e=(_4] & Egyps =(3;3)
. (5 (2

3) c=( 4] & Cpopng =(3;-3) 6) f :(Oj & Fopgns =(-1;7)
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@velse 3.6:
Givet seks vektorers pilpunkt og vektorkoordinat. Bestem ved udregning de seks vektorers
begyndelsespunkter.
- (0 - (-9
1) az(Gj&APn:(A';A') 4) d=(0j& DPiI=(_4;3)
~ (-5 - (1
2) b:( 5} & BPiI:(_B;_l) 5) e:(Zj & EPn:(O;l)
- (1 _ -~ (-2
3) c= 2 & Cpy =(7;-1) 6) f= 3 & Fpy =(-18)

Polaere koordinater:

Skrives vektoren med polare koordinater, noteres det: a =(‘5‘;v), hvor ‘5‘ er vektorens

leengde og v er vektorens vinkel mod vandret. Se figur 5.

Séledes vil en vektor med notationen: a=(4;30°), kunne tegnes f.eks. som falgende:

Figur 5: En vektor givet ved poleare koordinater.

En vektor, som er opskrevet med polere koordinater, kan altid omskrives til en vektor med rek-
tangulere koordinater.

Taenk over det! Denne situation er velkendt. Hvis nu vektorens laengde var 1, sa var det jo blot
en radius i enhedscirklen. Dermed ville retningspunktet P veere lig med koordinaterne:

P =(cos(v);sin(v)),

men da det er de feerreste vektorer, som har leengden 1 (de kaldes i gvrigt for enhedsvektorer),
sa griber man til den velkendte ligning pa side 114 i bogen: “Reglen om ensvinklede trekanter”,
og finder ud af, at punktet P kan findes for en vilkarlig trekant ved at multiplicere koordinaterne
med lzengden pa trekantens hypotenuse.

apolaer = (‘a‘ ; V)

)

QArektanguler = (‘é‘ . COS(V); ‘a‘ -sin (V))
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Eksempel 3.6:

En vektor, a, har lengden 3 og danner en vinkel p& 34° med x-aksen.

Vektoren kan umiddelbart skrives pa poleer form:
a=(3;34°)

Husk, at den positive omlgbsretning er mod urets retning!

Omregning mellem polzre koordinater og rektangulaere koordinater:

Som allerede beskrevet, sa er ssmmenhzangen mellem de polare koordinater og de rektangu-
leere koordinater givet ved definitionen af sinus og cosinus i enhedscirklen, kombineret med
reglen om de ensvinklede trekanter.

Derfor omskrives de polare koordinater relativt nemt til rektanguleere koordinater ved hjelp af
den fglgende formel:

A poler = (‘a‘ ;V)

0

cos(v)j 8] -cos(v)

arektangulaer = ‘a‘ : (Sin (V) =

[a]-sin(v)

Eksempel 3.7:

En vektor, b, har leengden 3 og danner en vinkel p& 34° med x-aksen.

b poter =(‘6‘;v)=(3 ;34°)
g

i Bt o M g

Eksempel 3.8:

En vektor, ¢, har leengden 10 og danner en vinkel pa 125° med x-aksen.

Epolaer = (‘6‘ ;V) = ( 10 ;125° )
g
6rektangmaer = ‘6‘ . (COS(V)J _ (10 - COS (125°)j . (_5, 74]

sin(v) 10-sin(125°) 8,19
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@velse 3.7:

Omskriv falgende vektorer, givet ved polare koordinater til rektangulaere koordinater.

1) a=(260°) 2) b=(26;81,45°) 3) c=(4;210,70°)

Omregning mellem rektanguleere koordinater og polaere koordinater:

Det er en anelse mere kompliceret at omregne et rektangulart vektorkoordinat til et poleert vek-

torkoordinat. Her ligger problemet primeert i, at en vektor har en retning. Fra tidligere, er det

givet at har man to punkter eller en retning, sa kan vinklen nemt findes ved at bruge fglgende

sammenhang:

_Y,+Y, Ay Rise Modstaendekatete sin(v)
X,—% AXx Run Hosliggendekatete cos(v)

a=a :tan(v)

Men da en vektor jo ikke bare er en ret linje, men et linjestykke med en retning, sa er det jo ikke
ligegyldigt om der f.eks. er tale om en haldning pa 45° eller en heeldning pa 225°. De to vinkler
ligger pa pracis den diametralt modsatte side i en enhedscirkel. Det bemzrkes, at

tan(45°) =tan(225°) =1 . Det vil igen sige, at denne tangens-veerdi vil veere rigtig for to mod-

- 1-cos(45°) ~ 1-cos(225°)
sat rettede vektorer, nemligv =(1;45°) = 1-sin (45°) og for v=(1,225°)= Lsin(225°) )

. . sin(v .
Grunden til at dette er korrekt er jo, at A = tan (v) , men det gaelder bade

cos(v)
sin(45%) _ tan(45°) og for sin(225%) _ tan(225°), og derfor kan man ikke anvende tangens
cos(45°) cos(225°)

og na frem til en entydig lgsning. Imidlertid er kombinationen af sinus og cosinus derimod ret-
visende i forhold til retningen. Det vises ved fglgende eksempel:

Eksempel 3.9:

En vektor, a (og b, ¢ og d ), har (alle) lzngden: ‘é‘quaxz +a, .

X

a
Af denne oplysning kan vinklen findes, idet: v =arctan [—VJ .

-~ (9) -~ (-9} - (-9 ~ (-9
Lad a= b= ,C= ogd= vere fire forskellige vektorer.
4 4 -4 4

i . 4
Vektorernes vinkler mod vandret ses at veere parvis ens: v. =arctan [5} 0g

-4 4 4 -4 4
Vé = arctan (—9) =arctan [5) 0g Vti = arctan (—gj 0g Vd' = arctan [?j = arctan (—9} , selvom

det samtidigt er abenlyst, at vektor a 0g vektor ¢ er modsat rettede (og ligeledes med vektor b
0g vektor d ) — 0g det kan siges, at de parvis er drejet 180° i forhold til hinanden.




Michel Mandix (2021)

Notat 14

Notat om vektorer — Notation og beregning

Side 19 af 88

Men tan(v) _AY)

Deraf kan fglgende skema udledes og anvendes:

, 0g kombinationen af sinus og cosinus vil give et entydigt resultat.

Fortegn
a, + = = +
ay + _ _
Vinkel v + 180° v + 180° v + 360°
Indsaettes vardierne fra eksemplet fas:
\r/eekkttaonr %il\gsrtei Vektorens lzngde Vinkel Effektiv vinkel — baseret pa Vektor givet i rektan-
K g g (Husk ”"Deg” pa lommeregneren) | vektorkoordinaternes fortegn gulare koordinater
oordinater
a2 [ 2 2
3 =ya& *a v, =arctan (ay]
a
~ (9 _Jo? 4 42 x Vi, =V -
a:(4j + 9°+4 B 4 total; a ] a:(\/9_7;23’940)
+ — [81_‘_16 = arctan 5 ﬂ
-Jo7 =23,94°
b| =b2+b > b
‘ ‘ y v, =arctan (byj Vo, =V; +180°
. (=9) - — [(—_9)? 1 42 X -
:( 4j N (9) +4 —arctan(ij =-23,04°+180° | Db=(07:156,04°)
=V81+16 -9 =156,04°
=97 =-23,94°
~ _ 2 2
‘C‘ =G HE v. =arctan S
9 > > ¢ c, View, =V +180°
Ez[ 4) =\(=9) +(-4) e = 23,94° +180° c:(JSJ_7; 203,94°)
e =/81+16 -artan| =g =203,94°
-7 =23,94°
ql 2 2
‘d‘ =y +d, v, =arctan ﬂ
9 . 5 d, Vi, =V +360°
- + - _ -
:[ 4] i —arctan| =2 =—23,04°+ 360° d:(\/ﬁ;SSG, 040)
I =/81+16 B 9 =336,04°
—J97 =-23,94°

Bemark, at det faktisk er fire forskellige eksempler. De fire forskellige vektorer er blot taget
med alle sammen for at illustrere forskellene i vinklerne.

@velse 3.8:

Omskriv fglgende vektorer, givet ved rektangulere koordinater til poleere koordinater.

—

1) a=

)

3)

[

23
11
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4. Leengde af vektorer:

Som det allerede ses pa figur 1, s er der allerede en del oplysninger, som kan benyttes, nar
leengden af en vektor skal udregnes.

|
Figur 6: Der er indtegnet linjer gennem punkterne, som
er parallelle med akserne i koordinatsystemet.

En hvilken som helst vektor kan teenkes indlagt i et retvinklet koordinatsystem. Tank evt. til-
bage til kapitlet om ”Analytisk Plangeometri”. Betragter man vektorens begyndelses- 0g pil-
punkt, kan man indtegne linjer, som er parallelle med akserne. (Se fig. 6)

Derved fremkommer der en retvinklet trekant, som dannes af de linjer, som gar igennem punk-
terne. A og B, og som er parallelle med linjerne (kateterne i den retvinklede trekant), og selve
vektoren (hypotenusen i den retvinklede trekant). (Se figur 7)

B(Bx;By)

<

a=(By-Ay)

- = ad

A(Rx;Ay) b = (Bx - Ax) i
|
|
|
Figur 7: Vektoren indlagt som hypotenusen i en retvinklet trekant.

Pythagoras’ leresetning giver, at:
hypotenusen® = katete,” + katete,”

Omskrevet til dette specifikke problem, fas:

(Vektorens Iaengde)2 =a’ +b?

()

W =(B,~A) +(8,-A)
)

¥=y(B.-A) +(B,-A)

2

2
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Eksempel 4.1:

) = (-2 +(-4) =\a+16 =20
0
b =25 ~ 4,47

Bemark, at der altid sgges det eksakte svar!

| dette tilfeelde er det eksakte svar lig med ‘5‘ =2+/5, men det er ofte - af overskuelighedsmees-

sige arsager - godt at vise resultatet afrundet pa decimalform ogsa — altsa som her: ~ 4,47 .

Eksempel 4.3:
- [C 1,13
C= =
(Cy] £_2’94j

\E\ - \/1,132 +(~2,94)" = |/1,2769 +8,6436 = ,/9,9205
)

E\ -3,15

Hvis tallene i opgaven i forvejen er opgivet i decimaltal, sa vil det ikke ga ud over precisionen
at returnere svaret i decimaltal. Som tommelfingerregel kan man anvende lige sa mange deci-
maler i svaret, som tallene i opgaven var givet med. Ligeledes kan veerdierne i mellemregnin-

gerne som standard anfares med fire decimaler.
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Eksempel 4.4:

D=(D,;D,)=(%-6) og E=(E,;E,)=(3-2)

DE|=|(E,~D, +(E,~D,) ={/(3-1) + (-2-(-6)) = /2" + (-2+6)
DE|=+/2" + 4> =\J4+16 =20

DE|=2.5 ~ 4,47

Vear opmarksom pa negative koordinater! Det er den hyppigste arsag til fejl!
Lav hellere en mellemregning for meget, for at fa overblik over de negative tal! Veer ogsa meget

opmarksom pa, hvad der er vektorens begyndelsespunkt og vektorens pilpunkt. Husk, at det er

("pilpunkt" - "begyndelsespunkt™).

@velse 4.1:

Bestem ved hjeelp af figuren til gvelse 3.1, fglgende leengder:

1) \Aﬂ 2) \ﬁ\ 3) |E| 4) \ﬁ\
5) e 6) |H| 7) || 8 |ET]
@velse 4.2:

En trekant har vinkelspidserne: A=(-11), B=(2;4) og C =(3;1).

1) Tegn trekanten
2)  Udregn derefter koordinaterne til vektorerne: AB, BC og CA.
3)  Udregn til sidst leengderne af trekantens sideleengder.

@velse 4.3:

- . e ax \/E
Bestem ved udregning, lengden af vektoren: a = Q|7
y

@velse 4.4:

. - (b, X
Givet vektoren: b= =
by 2

Bestem, ved udregning, tallet x saledes at ‘B‘ =5,
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5. Vektoraddition:

Den kommutative lov for vektoraddition:
Ser man pa “kreafternes parallelogram”, kan man indse den kommutative lov for vek-
toraddition:

da det jo &benlyst er ligegyldigt, om man gér a eller b farst, og s& modsat bagefter. |
begge tilfelde vil man ende i det samme punkt.

//'

b
a atb

N
a b

_—

a+b

Figur 8: Ovenstaende viser at (5 + 5) =c.

Den associative lov for vektoraddition:
Indfarer man for eksemplets skyld endnu en vektor, ¢, kan man pa samme made indse
den associative lov for vektoraddition:

(a+b)+c=a+(b+c)

atb
a b
= - . "
atb+c
b
c + a
(atb)+c btc a+(b+c)
a+b a

Figur 9: Ovenstaende viser at (5 + 5) +Cer lig med (5 +E) +a (som er lig med a+b+c ).
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Hvad er vektoraddition sa i virkeligheden?

Maske er “’kraefternes parallelogram” kendt fra fysikundervisningen. Krafternes parallelogram
siger i al sin enkelthed, at hvis man har et objekt der er pavirket af to kraefter, sa er det ligegyl-
digt om objektet bliver pavirket af den ene eller den anden kraft farst.

b Q

&
Figur 10: Krefternes parallelogram

Ser man pa figur 10, er det indlysende, at man kan komme fra punkt P til punkt Q ved at fglge
den sorte vektor a og derefter den bla vektor b.

| og med at det er et parallelogram, er de to skra, sorte vektorer — begge navngivet a tydeligvis
identiske i forhold til vinkel og lzengde, ligesom de to bla, vandrette vektorer — begge navngivet

b ogsa er identiske — eller som man siger om vektorer, s er de akvivalente.

Da ser man, at det ogsa er muligt at komme fra punkt P til punkt Q ved farst at falge den bla
vektor b og derefter den sorte vektor a .

Uanset hvilken vej man folger, har man ”géet” lige langt, og i begge tilfeelde ogsa lige langt i de
to retninger. Falgelig havner man i det samme punkt Q.

Man kunne have sparet en del besver, ved at ga direkte fra punkt P til punkt Q. Den direkte vej

kan opnés ved at lzegge den sorte vektor a og den bl vektor b sammen. Summen af de to vek-
torer kaldes resultanten.

Sa grafisk foregar additionen af de to vektorer ved at leegge de to vektorer i forlengelse af hin-

anden, saledes at man laegger vektor b ’s begyndelsespunkt i det samme punkt som vektor a ’s
pilpunkt.

Netop ved at se pa kraefternes parallelogram, er det tydeligt, at den kommutative regel for vek-
toraddition galder. a+b=b+a. I begge tilfelde havner man i punkt Q.
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Eksempel 5.1:

gende made:

Har man givet to (eller flere) vektorer med rektanguleare koordinater, leegges de sammen pa fal-

Seetning:
Lad a, b og ¢ vere vektorer, o vare nul-vektoren og lad s og t vere tal.
Da gelder:

1) a+o=a
2) a+ (—5) =0
3) a+ (B +C)= (5 + B) +¢  (Den associative lov for vektoraddition)

4) a+b=b+a (Den kommutative lov for vektoraddition)

Beuvis for regel 3):

- o - [a +Db C, a, +b, +c,
(a+b)+c= + =
a, +by c, a, +by +c,

Q.E.D.

@Dvelse 5.1:

Bevis de gvrige regneregler i ovenstaende satning.

@Dvelse 5.2:

_ - [a, 8) - (b)) (-6 - (e} (4
Givet tre vektorer: a = = , b= = 0g c= = .
(ayj (ZJ (byj ( 3 J Lcyj (_J

1) Bestem vektorkoordinaterne til resultanten: r=a+b-+c.
2) Bestem lzengden af r .
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6. Ligeveegt:

For at drage en parallel til fysikkens verden, kan man betragte en lommeregner (en HPer, natur-
ligvis), som ligger pa et bord. Hvis den bevager sig, er der flere muligheder:

»  Der er en person, som skubber til den eller Igfter den. (Mest sandsynligt).

» Dereretjordskalv i gang.

» Engravko er ved en fejltagelse kommet til at kare ind i huset.

*  (Mest gaeldende for USA:) En flyvemaskine har ramt huset.

» Der eren (lidt for) aktiv poltergejst, som ikke er blevet uddrevet endnu.
(Hvis det er en Texas Instruments Lommeregner giver det sig selv! — Der er granser for,
hvad selv poltergejsts og spggelser bgr finde sig i.)

 Eller en anden arbitreer arsag.

Under alle omstendigheder (maske pa nzer den med poltergejsten), er bevaegelsen af lommereg-
neren et resultat af, at den er blevet pavirket af en eller flere kreefter, der tilsammen har kunnet
overvinde tyngdekraften og gnidningskraften mellem lommeregneren og bordet. Med andre
ord: Summen af kreefterne (eller resultanten) har medfart en kraft, som er stor nok til at kunne
overvinde de pavirkninger, som ellers ville gare at lommeregneren Ia stille pa bordet, og med-
virke til at den flytter sig.

Hvis lommeregneren derimod IKKE bevager sig, ma det betyde, at summen af alle de kraef-

ter, der pavirker den er lig med 0. (Eller o, for at vere helt pracis).
Dette kaldes for et system i LIGEVAGT.

Dette kan matematisk skrives saledes:

Et system i ligevaegt (vektorligevaegt), kan beskrives saledes:

V, +V, +Vy 4V, +V, =0

)

X + X + X + .. + X + X —
vy, 2 Va, Viy, Vi, 0

Grafisk kan det udtrykkes som, at hvis man laegger n vektorer sammen, sa vil resultanten ligge i
den farste vektors begyndelsespunkt.
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Eksempel 6.1:

4 5 6 7 8 8 10 X
Figur 11: Summen af vektorerne er lig med 0.

For eksemplets skyld udregnes situationen i figur 11.

De seks vektorer bestemmes (ved afleesning). (Normalt ville de veere givet i opgaven — enten
direkte eller ved udregning).

VAV AV =T
= + + + + +
A R R B R A 7 B A AR
r) (0) (3) (3 1) (-5
= _|+| |+ + + +
r,) 3) (2) |1 -1) (-1

)
SR ariat s htov N X bentnmbtom) N b

y

-2
2

Ve ~ N—

Det er altsa et system i ligeveegt.

Maske endnu vigtigere er det, at da man altid kan reducere og isolere ligningen efter behov, sa
kan man i et givent tilfeelde finde den kraft der skal tilfgjes, for at bringe et system i ligeveegt.
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Notat om vektorer — Ligevagt

Eksempel 6.2:

Givet et system, som er pavirket af to kraftvektorer:

Hvilken kraft skal der til, for at bringe systemet i ligeveaegt?

Vi +V; + Vjigeregt =0

=

N—

nulvektoren)J

lX Vllgevegt
vly Ilgevaegt

0+3
3+2

VligevaegtX

Vligevaegty

sz Vligevag'cX
V2y VI igeveegt,
V2x _Vligevaegtx
V2y _Vligevaegty

3} _Vligevaegtx
2 _Vligevaegty

_Vligevaegtx 3 m igevaegt,
= < =

_Vligevaegty S _Vligevaegty

-3
J = ( 5} (Bemzrk fortegnene!!!)
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@velse 6.1:

Givet tre kraefter (vektorer) med vektorkoordinaterne:

L SRR EH)

1) Find ud af, vha. beregning, om de tre vektorer beskriver et system i ligeveegt.

2) Huvis systemet ikke er i ligeveegt, bestem da den vektor, der vil bringe systemet i ligeveagt.
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7.  Multiplikation med tal (Skalering):

Vektorer kan multipliceres (ganges) med reelle tal. Der betragtes en egentlig vektor a samt et
reelt tal, t.

Definition: | v/ed vektoren t-a forstés falgende vektor:

Hvis t>0 | t.a og a erensrettede og t-a ert gange s& lang som a.
Hvist=0 | t.3=0
Hvis t<0 | t.a og a er modsat rettede og t-a er (~t) gange s& lang som a.

N&r en vektor, v, multipliceres med en skalar, n, vil resultatet blive en ny vektor, n-v som er
faktoren n lzengere end den oprindelige vektor, men med samme retning.

Hvis faktoren n er negativ, vil den nye vektor dog vaere modsat rettet.

- (n-v
Generelt kan det noteres som: n-v=(n VX].
Yy

Seetning:

1) s(5+5) —sa+sb (Den distributive lov for multiplikation af vektorer med tal)

2) s(ta) = (st)g (Den distributive lov for multiplikation af vektorer med tal)

Bevis for regel 1):

(e eo5-s)
a= og b= .
ay by

SN a +b sa sb a b I
s(a+b)=s =l |+ =S| |+s|  |=sa+sb Q.E.D.
ay+by sa, sby a, by

Ovelse 7.1:

Bevis den anden regneregel i ovenstaende satning.

Eksempel 7.1:
- e bx 4
Givet en vektor, bz[b }z j

Sl

N

Wl
<\
I
Wl Wk
N
I
WIN Wl
Q
7\
o b
ol Wl
N—
|
w
N—
<\
I
7\
I |
w w
N N
N A
N—
I
|
LI
S N)
N—
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Dvelse 7.2:

= (v,) (-3
Givet vektoren, v:(v J:( 1 } med begyndelsespunktet B=(2;-2).

y

1) Bestem |\7|

2) Bestem punktkoordinatet til vektor v ’s pilpunkt i koordinatsystemet.

3) Bestem vektorkoordinaterne til vektoren 4-v.

4) Bestem lengden ‘4-\7‘ .

5) Bestem koordinaterne til vektor 4-v’s pilpunkt, nar det er givet, at vektor 4-v
har begyndelsespunkt i By, =(10;-5).

Figur 12: Multiplikation af skalar og vektor.

Som det ses pa figur 7, sa vil en multiplikation med en faktor, som er positiv og mindre end 1,
resultere i en vektor, som er parallel med, ensrettet og kortere end den oprindelige vektor. Er
faktoren starre en 1, vil det resultere i en vektor, som er parallel med, ensrettet og leengere end
den oprindelige vektor. (Rade vektorer i figuren).

Hvis den faktor man multiplicerer med, er negativ, vil der geelde de samme regler, bortset fra at
resultatet vil vaere en vektor, som er parallel med, men modsat rettet. (Bla vektorer i figuren).

Prikken gverst til venstre er resultatet af, at vektoren er multipliceret med 0. Derved fas et ele-
ment (en nulvektor), som er uden udstraekning.
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Parallelle vektorer:

| forbindelse med multiplikation af vektorer med tal, sa vil resultatet altid give en vektor, som er
parallel med den oprindelige vektor. Det er kun leengden, som a&ndres. Det er klart, at hvis man
multiplicerer med tallet 1, sa vil man fa den samme vektor som udgangspunktet. Er tallet starre
end 1, vil den nye vektor veere leengere end den oprindelige. Er tallet mellem 0 og 1, vil resulta-
tet blive en vektor, der er kortere end den oprindelige.

Modsat rettede vektorer (Modsatte vektorer):

Seerligt geelder, at hvis man multiplicerer med et negativt tal, sa vil resultatet blive en vektor,
som peger den modsatte vej.

Maske er det indlysende efter sidste eksempel, at hvis man ganger en vektor med faktoren -1,
sa vil resultatet vaere en vektor, som er lige sa lang som den oprindelige vektor, men hvor pilen
peger den stik modsatte vej.

-~ (a . (-a
Serligt geelder, at modsat rettede vektorer er: a = (ax] og —a= ( ]
y
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8. Vektorsubtraktion:

At treekke to vektorer fra hinanden er fuldsteendig lige s& nemt som at laegge to vektorer sam-
men ... Til gengeeld er det ikke lige sd nemt at forsta — ikke mindst, hvis man gnsker at kunne
bevise det grafisk.

= E a+(-b)) - . (a-b,
T ay+(—by) e :(ay_byJ
g
A—b- 8‘4J
-3-2
g

(Det forventes ikke, at man leegger den negative veerdi til — blot at man treekker veerdien fra ...
Eller med andre ord, at man springer det bla udtryk over).

Som det allerede er set (indirekte), kan man traekke en vektor fra en anden vektor, blot ved at
subtrahere den anden vektors koordinater fra den farste vektors koordinater.

Det var nemt at forstd vektoradditionen grafisk. Forst udferes” den ene vektor, og derefter “ud-
fores” den anden vektor, med udgangspunkt i den forste vektors pilpunkt.

Dette vil ikke give mening for vektorsubtraktion!

Lasningen er dog ligetil:

Hvis man nu multiplicerer en vektor med (-1), sa far man jo den modsat rettede vektor med
samme leengde. (Se forrige afsnit). Hvis man leegger den til en anden vektor, vil det svare til at
subtrahere vektoren fra en anden vektor.

|m

£

Figur 13: Princippet bag vektorsubtraktion.
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9. Komposanter:

Vektoraddition er beskrevet i et tidligere afsnit. Vektoraddition handler om af sammensatte to
eller flere vektorer til en resultant. Dette afsnit handler om det modsatte, nemlig at opdele (eller
oplgse, som det kaldes) en vektor efter to andre vektorer.

Man kan sperge sig selv: “Hvad er det interessante i denne gvelse”? ”Er det ikke altid ret indly-
sende — bare ved at betragte vektorkoordinaterne — hvor langt man skal henholdsvis henad
(hgjre eller venstre) og opad (eller nedad)”?

Svaret er ”jo”, der er bare den lille hage ved det, at det er ikke altid muligt at kunne flytte noget
langs en vandret og en lodret akse.

Enhedsvektorer i koordinatsystemet (Basisvektorer):

| det naeste kapitel diskuteres begrebet (vilkarlige) enhedsvektorer. En enhedsvektor er defineret
som en vektor, der har lengden 1.

En enhedsvektor i (det kartesiske) koordinatsystem er en vektor med laengden 1, der er parallel
med enten x-aksen eller y-aksen. De benavnes ofte som i og j skrives som:

SR

Nar enhedsvektorer i (det kartesiske) koordinatsystem naevnes kort allerede her, sa er det fordi
det er nemt at forestille sig, at alle vektorer kan dannes ved at tage ”x” antal i —vektorer og ”y”
antal j —vektorer og derved danne enhver vektor i planet.

Eksempel 9.1:

Figur 14: Enhedsvektorer i koordinatsystemet.

| figur 14, kaldes vektorerne 4-i og 2-j for vektorernes komposanter. Og det er rimeligt ind-

lysende, da komposanterne i dette tilfeelde er parallelle med koordinatsystemets akser. Faktisk
er det sa indlysende, at det i de fleste tilfeelde ikke er noget, man vil teenke seerlig meget over.
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Problemerne begynder farst, nar de to vektorer (komposanter) man vil oplgse sin vektor efter,
ikke er parallelle med koordinatsystemets akser eller maske endda ikke er vinkelrette pa hinan-
den.

Sa& man skal forestille sig en situation, hvor man vil beskrive en bestemt vektor ved at addere to
andre vektorer (eller faktorer deraf), som kan veere vilkarligt beliggende i koordinatsystemet.
Naér der skrives “faktorer deraf” er det fordi det kan vare — ligesom i eksemplet med “Enheds-

vektorer i koordinatsystemet”, at der skal bruges en faktor af hhv. de to vektorer. Disse faktorer
kan veere positive eller negative — ligesom de kan veere starre end 1 eller mellem 0 og 1.

Oplgsning af vektor i komposanter:
Let’s dig in! Et lidt mere jordnaert og matematisk eksempel:

Eksempel 9.2:

Figur 15: Udgangspunktet for at opdele en vektor i komposanter.
-~ (3 . o .
Vektor a= ) (den rade) skal oplgses i to komposanter, der gar i henholdsvis

-~ (6 - (1 -
vektor b :(J's og vektor ¢ =(4]'s retning. Dvs.: Hvor langt skal man ud af hhv. vektor b og

vektor ¢ og legge dem sammen for at f& vektor a ?

Opg. a) Bestem koordinaterne til de to komposanter.

For forstaelsens skyld, parallelforskydes retningerne for vektor b 0g vektor C.
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Figur 16: Vektorerne parallelforskydes.

Nu er opgaven sadan set lgst grafisk, for nu er det muligt at se, hvor stor en portion af hhv. vek-
tor b og vektor ¢ (de to vektorer, der er lidt tykkere end de andre, navngivet a, og a, der

sammenlagt skal bruges for at fi vektor a. (a=a, +a, ).

Der mangler stadig udregningen!

I og med at summen af komposanterne skal veere lig med vektor a , kan falgende ligning opstilles:
a—a +a

Som det ses pa figuren, er bade vektor b 0g vektor c langere, end de komposanter, der skal

bruges. Men hvor meget? De skal altsd multipliceres med en faktor for vektor b og vektor ¢
for at fa de rigtige komposanter.

Men hvor meget? Hvor store skal disse faktorer vare?
a=s-b+t-c (aT,:s-b og a

Vektor a kaldes ogsa for en linearkombination af vektor b og vektor c.

Men hvad er nu det? En ligning med to ubekendte? Husk nu, at en vektorligning kan splittes op
i en x-ligning og en y-ligning.
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a=s-b+t-c

e (e

De to ligninger lgses vha. indsattelsesmetoden. (Det er nemt at isolere f.eks. t).

l: 3=6-5+t
Il 2=5+4-t

Ligning | omskrives:
3=6-5+t<t=3-6s
Dette indseettes i ligning I1:

2=S+4-(3—6$)<:>2=S+12—24S<:>—10=—23S
g
S=Ez0,4348
23

Udtrykket for s indsettes i udtrykket for t:

t=3-65s
g
t=3-6.20 89 _ 80
23 23 23
g
t=3z0,3913
23

Nu er faktorerne beregnet, og skal blot indszttes i udtrykkene for a; 0g i :
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a,=s-b
g
— 10 (6 —
a=— |oa=
23 \1
g
60
— 23| (261
a, = ~
10 | (0,43
23
a =t-c
g
a2 [Maa
T3 \4) TR
g
9
— | 23] (0,39
a, = ~
36| (157
23

10

~1 10

23

Nu er det (sammen med skitsen) tydeligt, at vektor a kan dannes ved addition af de to vektorer:

a, 0g a, , der jo gar i vektor b’s og vektor ¢ ’s retninger.

Kontrol: Ikke obligatorisk, men en god idé.

a=a, +a

C

69

3\ 7| 92 DY) ?
fl23| 123 (%)) 23
2) |10 |36 \2) |46

23

Hyvilket jo viser sig at stemme ... @
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@velse 9.1:

- - (1
Afset a= [3j og b= (Zj som stedvektorer i et koordinatsystem.

1) Tegn falgende linearkombinationer af a og b
x=2a+3b, y=—3a+2b og z=a—2b.

2) Lad O betegne koordinatsystemets begyndelsespunkt (origo). Beskriv mangden af
de punkter, P, der opfylder:

OP =sa+th, hvor s>0 og t >0.

3) Beskriv falgende punktmengder:

A={P|Cﬁ=sé+t5, hvor s <0 ogt>0}

B:{P|@=s&+t5, hvor 0<s<2 og 0<t<3}

@velse 9.2:

Oplas vektoren x efter a og b bade ved aflasning og beregning.

o i)
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10. Enhedsvektorer:

Lidt begreber:

En enhedsvektor er en vektor, der har leengden 1.

En enhedsvektor benavnes som regel: e.

Hvis det er en enhedsvektor, der er baseret pa en anden vilkarlig vektor — altsa en vektor, som
har samme retning som en ”oprindelig” vektor, men med laengden 1, kalder man den som regel

for f.eks.: a , hvis den oprindelige vektor blev kaldt for a .

Hvad bruges enhedsvektorer til:

Man kan forestille sig, at man ved at et emne bliver pavirket af en kraft med en vis starrelse.
Dog er man ikke helt sikker pa, hvilken retning emnet bliver pavirket i.

Kan man regne retningen ud (som en vektor, der peger i den rigtige retning), sa er det vel indly-
sende, at den retningslase kraft (der jo blot er en skalar), bare skal have associeret en retning til

sig.

Det kan gares ved at multiplicere denne skalar (som jo er en retningslgs vektor) med en enheds-
vektor (som jo er en vektor). Lige som det er tilfaeldet med multiplikation af skalarer, sa vil ster-
relsen af produktet vare uforandret, safremt en af (eller begge) faktorerne er lig med 1. Sa den
egentlige konklusion af denne operation er, at “man multiplicerer med en retning”, hvilket jo
kan vere ganske snedigt ...

| kapitlet om vektorprojektion, beskrives et serdeles handgribeligt eksempel pa, hvad enheds-
vektorer kan bruges til.

Bevis: Formlen for enhedsvektorers koordinater.

Igen — som sd mange gange far og som sa mange gange herefter — er det "Reglen om ensvink-
lede trekanter”, som er den drivende kraft 1 dette bevis.

Det gnskes bevist, at:

vy

VX
Xe =— Og ye ==
¥ |

Givet en vektor v med koordinaterne v, og v, , som vist pd nedenstéende figur.

Skal man bestemme koordinaterne til v’s enhedsvektor, a, opstilles to ensvinklede trekanter,
som kan beskrives (ifolge "Reglen om ensvinklede trekanter””) med folgende forhold:
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X, 1 ye 1
—=— 00 —=—=
ST
i} (Disse to udtryk isoleres mht. hhv. x, ogy, )

v v,
Xe = TX Og ye = —
¥ M

Da enhedsvektoren jo er en vektor, kan disse to udtryk samles i falgende:

v,

Q.E.D.

1]
X
Figur 17: Enhedsvektorer bevises med "Reglen om ensvinklede trekanter”.

@velse 10.1:

Bestem fglgende vektorers enhedsvektorer.

g5 oo (D
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11. Skalarprodukt:
Lidt begreber:

Igennem dette notat er det blevet vist, at man kan laegge vektorer sammen og man kan traeekke
vektorer fra hinanden. Derfor er det narliggende at tro, at man ogsa kan multiplicere vektorer.
Det er imidlertid ikke tilfeeldet! | stedet kan man tage skalarproduktet, som pa flere mader min-
der om multiplikation, men der er dog nogle ting, som er meget anderledes ...

”Bogens eksempel”: En last bliver trukket hen over et underlag ved hjelp afen kraft, F, som
vist pa nedenstaende figur.

&
\
\

F,

57 ~

¢<

Figur 18: Bogens illustration af skalarprodukt.

Vejlengden kan opfattes som en vektor S, da S har bade en leengde og en retning.
Treekkraften kan ogsa opfattes som en vektor F,som oplases i to komposanter: EX 0g FT .

Definitionen pa det arbejde, der udfgres ved netop sadan en bevagelse, er kendt fra fysikti-
merne. Den siger, at:

”Arbejdet er lig med produktet af vejleengden og kraften i bevagelsesretningen.”

FX

I en matematisk ligning, haves altsa: A=

s

Det vil altsa sige, at hvis man multiplicerer vejleengden og kraften i bevaegelsesretningen, sa far
man arbejdet.

Da det kun er selve traekkraften, og ikke treekkraften i bevaegelsesretningen, som er kendt, sa
findes den vandrette komposant, F, , ved at multiplicere leengden af vektor F med cosinus

til den vinkel, som Fhar mod vandret. |F,|=|F|-cos(v).

Saledes fas udtrykket: A=|F|:s|-cos(v).

Dette er en spgjs matematisk starrelse. Det er en multiplikation af tre faktorer. Cosinus til vink-
len v giver sig selv. Det er et tal (en skalar), og det er kendt fra kapitlet om trigonometri.

De to andre faktorer er leengder — altsa ogsa skalarer. Det, der gar dem sa specielle er, at det er
leengder af vektorer. Udtrykket indeholder altsa to vektorer, men produktet vil give et reelt tal —
altsé en skalar. Deraf kommer navnet: ”Skalarproduktet”.
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Da det er leengderne af vektorerne, som bliver multipliceret, skal man altsa veere forsigtig med
at sige, at man ganger eller multiplicerer to vektorer, for det er sadan set forkert.

Man taler dog om “skalarproduktet af to vektorer”, og for at undgé misforstéaelser, sa skrives
skalarproduktet med en stgrre prik end et normalt gangetegn. For det er jo ikke et rigtigt ganges-
tykke.

Man skriver skalarproduktet mellem vektor a og vektor b som:

asb =‘5‘-‘5‘-cos(v),

hvor v er vinklen mellem vektor a og vektor b.
I nogle bager, og i daglig tale i visse kredse, omtales skalarproduktet ogsa som prik-produktet.

Dette skyldes naturligvis notationsformen med den store prik. Det anbefales dog, at man holder
sig til at benytte udtrykket: ”Skalarproduktet”. Bade i tale og pa skrift.

Handlingen beskrives som: ”At tage skalarproduktet af vektor a og vektor b .

Til gengeeld accepteres det ogsa at anvende verbummet: At prikke” — igen for at kunne skelne
mellem en ordinar multiplikation og et skalarprodukt som et synonym for ”’skalarproduktet.

Syntaks: ”At prikke vektor a og vektor b”.

Der er en Klar og entydig sammenhang mellem skalarproduktet og vinklen mellem de to vekto-
rer, som man tager skalarproduktet af. (Beviset kommer senere).

Bemeerk (og leer!) falgende skema:

Vinkel: Mindre end 90° (Spids | Lig med 90° (Ret Sterre end 90°
vinkel) vinkel) (Stump vinkel)
Skalarprodukt: | Positivt 0 Negativt

Iseer er det vigtigt at bemeerke, at hvis vinklen mellem de to vektorer er lig med 90°, sa er ska-
larproduktet lig med 0. En naturlig falge af, at cos(90°) er lig med 0.

Fortegnsvariansen af skalarproduktet er dog ogsa meget vaesentlig — ikke mindst som en
”on-the-fly” kontrol af beregninger af skalarprodukter.

Som allerede naevnt er skalarproduktet givet ved en DEFINITION.
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Der findes imidlertid ogsa en anden definition pa skalarproduktet, som iser er anvendelig, hvis
vektoren er givet pa koordinatform.

- [a - (b
Givet to vektorer: a:(axJ 0g b:(bxj

y y

Da kan skalarproduktet beregnes som: asb=a, ‘b, +a, -b,

Igen — da der er tale om en definition — er der mangel pa beviser for dette udtryk.

Eksempel 11.1:

. - [a 3 - (b, -2
Givet to vektorer: a= = og b= = :
a, 4 b, 1

Da er skalarproduktet lig med: a-b=a, -b, +a, b, =3-(-2)+4-1=—-6+4 <> ab=-2

Nar det kommer til at beregne vinklen mellem to vektorer, er det genialt at der er to forskellige
definitioner op skalarproduktet.

Opsummering:
ash = ‘5‘-‘5‘ -cos(V)
asb=a, b +a,-b,

‘5‘-‘5‘-cos(v) =a,-b +a,-b

0
cos(v) = %
0

a -b +a, b
varccos[w]

4l
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Eksempel 11.2:

Vinkel mellem vektorer:

_ - (&) (-3 - (b, 4
Givet to vektorer: a= = og b= = :
ay 5 by 6

a) Bestem skalarproduktet asb .

asb=a, b, +a,-b,
0
asb=(-3)-4+5-6=-12+30

a-bh=18

b) Bestem vinklen mellem vektor a ’s og vektor b

cos(v)= M
3o
g
a, b +a, ~byJ
VvV =arccos| ——————=
4l- 1
)
18 .
V =arccos (Skalarproduktet er allerede udregnet i spm. a).)
J-ap+5 VF e
g
V= arccos( 18 j =arccos [LJ = arccos[LJ
J9+25.4/16+36 /3452 J34.42.2.13
g
V= arccos(LJ = arccos(LJ
2-/34-\13 3413
g

v =64,65°
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Regneregler for skalarprodukt

Ligesom der er regneregler for addition og subtraktion af vektorer, sa gaelder der regneregler
for skalarproduktet.

Seetning:

1) 506 = Boa

2) a(b+c)=ab+ac

3) t-(B + 6) - (t : 5)-6 — 5-(t : 6)

4) aa=|a]

1. Siger, at det er ligegyldigt i hvilken reekkefglge man prikker to vektorer med hinanden.

2. Den anden siger, at hvis man vil prikke en vektor med en vektorsum, sa svarer det til at
prikke vektoren ind pa hver vektor i summen. Med andre ord, kan man prikke ind i parentes.

3. Den tredje regel siger, at hvis man vil gange et tal med et skalarprodukt, sa svarer det til at
gange tallet pa den ene vektor og derefter tage skalarproduktet eller at gange tallet pa den
anden vektor og derefter tage skalarproduktet.

4. Den fjerde regel er meget nyttig. Den siger, at hvis man prikker en vektor med sig selv, sa
far man laengden af vektoren kvadreret. (Laengden af vektoren i anden potens).

Alle reglerne kan let bevises ved at regne venstre- og hgjresiden ud med koordinater hver for sig
0g se, at det giver det samme.

F.eks. kan regel 4 vises saledes:

Bevis de gvrige regneregler i ovenstaende satning.

Venstre: asa=a, -a,+a,-a —a’+a’

i ZIP 2 2% 2 2

Hajre: ‘a‘ =(«/aX +a, ) =a,” +a,
Dvelse 11.1:
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Bevis: Skalarprodukt og vinkel mellem vektorer

Sammenhangen mellem skalarproduktet og vinklen mellem to givne vektorer,

- (A - (B, ) ] - (c, A -B,
a= ogb= , @nskes bevist. Desuden findes ¢ = = .
Ay By Cy Ay - By

Det er vigtigt at huske, at selve skalarproduktet er defineret som: ash = a,-b +a,-b,.

A(AGA)

| c(c,:c,)=(00)

Figur 19: Trekanten dannes af to vektorer.

Af figuren ses det, at:

\a\=|cs|=\/(sxz—cx )+(B,-C,) = (B *-0)+(B,"-0) <>[a| = /B + B/
b \/ )+( Af 0) = b= [AZ+ A’

Cosinusrelationen (se tidligere bevis), giver f.eks.:

c’=a’+b*-2-a-b-cos(C)

Ved at indsztte de fundne udtryk for lzngderne af vektorerne a, b og ¢, som jo netop svarer til
siderne a, b og c i trekanten fas fglgende:
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f =Jaf* +[of - 2-Jal-b]-cos(c)

i) Indsaetter veerdierne fra tegningen
(\/(AA ~B,) +(A, —By)z)2 =(\/BXTBYZ)2 +(m)2 ~2-Ja|-[b]-cos(c)
I} Kvadratrod i anden potens ophaver sig selv
(A-B,) +(A-B,) =B2+B+A*+A?-2.[a]|b|-cos(C)
I} Kvadratsaetninger
%/8/12&8%/8/2@8—/8//8/{//{[% ‘aHb‘cos)
) Reducerer

~2-A -B,~2-A,-B, =-2:[a|-|b|-cos(C)
0 Dividerer igennem med —2
A -B,+A B, =|a|o|]-cos(C)

) Det erindres, at skalarproduktet er defineret som: asb =a, -b, +a, -b,

éoﬁz‘é‘-‘ﬁ‘-cos(c) Q.E.D.
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12. Tvervektorer:

Hvis en vektor drejes 90° mod uret om begyndelsespunktet, fas tveervektoren (til den oprinde-
lige vektor).

>
B3

Figur 20: Tvaervektor.

Som det kan ses pa ovenstaende figur, noteres tvaervektoren med accenttegnet

”cirkumfleks” (*). I sprogenes verden kan dette tegn betyde mange, mange forskellige ting.
F.eks. kan det betyde, at et bogstav (vokal) skal udtales pa en anderledes made i forhold til
sprogets normale regler. Det kan ogsa (serligt pa fransk) betyde, at der engang i historien har
veeret et bogstav (pa latin, som fransk stammer fra), som nu mangler. F.eks. ”La béte” ("dyret”
eller "baestet” pd dansk), som i gammel fransk (latin) hed “bestia”.

I matematikken kendes dette tegn nok bedst fra, nar man i et computerprogram skal oplafte
en veerdi i en eller anden potens. F.eks. ’a? ” noteres i de fleste CAS-programmer som
”an2”. 1 statistikkens verden, bruges tegnet til at angive at der er tale om et estimat.

Nar man arbejder med vektorer, betyder accent cirkumfleks, at der er tale om en tvaervektor.

| daglig udtale, siger man om v , at det er ”v hat”.

Dette ”hat” kan ogsa (lidt keekt méske) benyttes som et verbum. At "hatte” en vektor vil sige, at
man udregner vektorens tvaervektor.

En tvaervektor udregnes saledes:

X

. .~ (a - . -a
Givet vektor az(a ] Da er vektor a’s tvarvektor lig med: az[ . yj.

y

@velse 12.1:
Lad a og b veere vektorer og tettal. Lad x=a+b og y=t-a.

Vis ved hjelp af ovenstaende setning, at:

x=a+b og y=t-a.
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Bevis for tveervektor
At indse hvordan man far tveervektoren kan gares pa falgende made:

Man skal farst erkende at en vektor kan skrives udtrykt ved sin leengde og vinkel v i forhold til
x-aksen — dvs. som et polert koordinatsat.

_ (a ‘5‘ -cos(v

a=| " |=| ,(Se afsnittet i dette notat om "Polzere koordinater").
y ‘a‘ -sin(v)

Husk, at v er vektorens vinkel mod vandret!

Tveervektoren er den vektor der star vinkelret pa vektoren drejet mod urets retning, og har
samme lzengde. Det vil altsa sige at der leegges 90° til vinklen, mens leengden forbliver den
samme.

‘5‘-cos(v+90°)
o ‘5‘ -sin(v+90°)

Det erindres fra trigonometrien, at
cos(v+90°)=—sin(v) og sin(v+90°)=cos(v)

Og dermed er det givet, at:

io(2)- doos) [ (-sinw) 2

y ‘é‘sin(v) ‘5‘-cos(v) a

X

Q.E.D.

Dvelse 12.2:

Lad a= {_ZJ
5

Bestem vektorkoordinaterne til:

X=a+a, y=2a-3a og z=-a+2a
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13. Vektorprojektion:

En vektor kan projiceres ind pa en anden vektor. | praksis vil det sige, at man finder en vektors
”skyggebillede” ind pa en anden vektor.

Eksempel 13.1:

y
o

X

Figur 21: To vektorer. Vektor b’s skyggebillede skal projiceres ned pa vektor a.

. . . - (a, 5 - (b, 2
Pa ovenstaende figur ses to vektorer: a = = og b= = :
a, 2 b 3

y

Skal man bestemme projektionen af vektor b ned pa vektor a , skal man forestille sig en lys-
kilde, som er uendelig stor og uendeligt langt veek og som er placeret et eller andet sted” oppe
til venstre for de to vektorer.

Forestiller man sig yderligere, at denne lyskilde far vektor b til at kaste en ”skygge” ned pa
vektor a , s& ma denne skygge aftegne sig p& en del af vektor a . Da lyskilden tenkes at véere

uendelig stor og uendeligt langt veek, ma skyggebilledet tegne sig vinkelret ned pa vektor a.

y?

Uendelig stor lyskilde, som
er pldceret uendeligt langt veek

Figur 22: Da lyskilden er uendelig stor og uendeligt langt veek, er skyggen vinkelret ned pa vektor a.
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Resultatet er den ”skygge”, som aftegnes pa vektor a. Dener indtegnet med blat pa naste fi-
gur.

-1 0

1

Figur 23: Skyggebilledet svarer til den in

vektor a .

1

2

\ \

dtegnede bla vektor b, .

Denne nye bla vektor er projektionen af vektor b ned pa vektor a . Den skrives som: bj .

Det er imidlertid ikke nok at tegne den. Det er naturligvis vigtigt, at man kan beregne projektio-
nen.

For forstaelsens skyld flyttes vektor b saledes at vektor b har sit begyndelsespunkt et sted pa

0

-1

Figur 24: Vektor b parallelforskydes af nemheds hensyn, sa den netop rarer ved vektor a.
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Teenker man — bare for et gjeblik — at man drejer vektor a , vektor E og vektor b, saledes at

vektor a bliver vandret, s kan vektor b og vektor Ea' placeres med deres pilpunkt i origo i et
lokalt koordinatsystem.

“Ikke y”

Sl

=l

”Ikke x”

Figur 25: Hele figuren drejes af peedagogiske hensyn, s& vektor b: bliver vandret.

Af denne figur ses det, at leengden af vektor 5; kan findes ved at multiplicere lengden af vek-

tor b med cosinus til vinklen mellem vektor a og vektor b . Resten kommer af den gode
gamle regel om ensvinklede trekanter.

b,| = ‘B‘-cos(v) "Laengden af projektionen, hvis vektor b er givet i polere koordinater:"

| dette eksempel er vektor b kun givet ved et set koordinater, s dette er altsi ikke godt nok ...

Denne lzengde kan ogsa bestemmes pa en anden made. Definitionen (en af dem) af skalarpro-
duktet erindres som:

ab

asb =‘5‘-‘5‘-cos(v) o=
4

= ‘B‘ -cos (V)

Hajresiden af denne ligning er netop blevet bestemt, hvilket giver:

E = %) "Laengden af projektionen, hvis vektor b er givet i rektangulzre koordinater:"
a
pj_ab_a-b+a b 52+23 1046
’ ‘5‘ \/axz +a} J52+22  N25+4
)
b,|= 18 297

J29
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S& uanset om vektor b er givet ved polere eller rektangulaere koordinater, er leengden af vektor
b nu kendt ved beregning.

Selve projektionsvektoren er dog ikke bestemt endnu — kun laengden af den ...

Sa hvad er det, der mangler? Det er selvfalgelig retningen. Det er tidligere i dette notat gennem-
géet, hvorledes man kan “multiplicere med en retning”. Det er ved at multiplicere med en en-
hedsvektor, som har samme retning, som den vektor, der projiceres ned pa — og det er jo i dette

tilfaelde: vektor a .

Beregning af vektor a ’s enhedsvektor:

aX aX
° 1[X] €, ‘5 \/ax2+ay2
ea_T' <:>ea— C}eaz
(& 3 LT
‘a Jal+a’
g
S 5
2 2
o - \/52+2 e 252+4
5% + 22 \N25+4
g
5
— |29
T2
J29

Dette er altsa den gnskede retning. Nu er der kun tilbage at multiplicere projektionens lengde
med projektionens retning.

ba_ba’ea
g
5 16 5
b 16 | V29| |23 V29
=29 | 2 16 2
J29 V29 29
g
80
b_| 29 z[2,75)
* 32| 110

29
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14. Trekants areal og tyngdepunkt:
Trekants areal bestemt vha. vektorer

Allerede i kapitlerne om ”Geometri”, ”Trigonometri” og ”Analytisk plangeometri”, blev der in-
troduceret forskellige metoder til beregning af en trekants areal.

Her tilfgjes endnu en metode, som i hgj grad bygger pa den metode, der blev vist i ”Analytisk
plangeometri”. (Determinantmetoden).

En trekant teenkes placeret i et koordinatsystem med hjgrnepunkterne:

A(A:A), B(B,:B,) og C(C,;C,).

Da er arealet givet ved determinantformlen:

A A
1 B, B| 1
Area ZE‘C C =§'|A<By_BxAy+Bny_CxBy+CXAY_A<CY|
X y
A A

Da vektorer kan flyttes rundt efter behov, tegnes to stedvektorer i et koordinatsystem, hvor de to
vektorer opfattes som to af siderne i en trekant.

J/'

B(B,:B,)

4(4,:4,)

Figur 26: Trekanten dannes af to vektorer.

X

— — - B —
De to vektorer, a og b har altsa hhv. koordinaterne: az(B j 0g b:[zj.

y
Trekantens tre hjgrner indseettes i determinantformlen:
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Areal = l .
2

Areal = E .
2

0

o>

O

>

>

> o W >

1

1

2-|&-By—BX-Ay+BX-Cy—CX~By+CX-Ay—Ax-Cy|

2-|AK-By—BX-AerBx-O—O-By+O-Ay—Ax-O|

1
Areal:E-|AK-By—BX-Ay|

Dette resultat bruges til at danne en ny determinantformel:

Areal = i
2

Ao A

B, B

y

L
2

'|AA'By_Bx‘Ay|

Fordi der er brugt vektorer i denne metode (som jo kan flyttes rundt efter behag), sé er hele tre-
kanten” flyttet, saledes at et af hjgrnepunkterne kommer til at ligge i origo, hvorved alle de led,
som indeholder referencer til punktet C, forsvinder. Dette resulterer i en vasentlig kortere og
meget mere overskuelig metode til beregning af en trekants areal.

Q.E.D.
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Trekants tyngdepunkt bestemt vha. vektorer

Det forudseettes kendt fra tidligere — bl.a. kapitel 7 — ”Rumfang”, at en trekants tyngdepunkt er

beliggende i medianernes skeeringspunkt.

Det kan bevises vha. vektorer, at trekantens tyngdepunkt ligger i punktet:

T(X;Y)=[A‘+|ZX+CX;AV+ZV+CVJ.

En trekant betragtes;

Figur 26: Trekanten med det indtegnede tyngdepunkt.

| trekant ABC indtegnes medianen fra punkt A.

Punktet M afsattes siledes at AM == - AM

wlnN

a:

Det gnskes nu at finde et udtryk for M — hvilket som en vektor vil sige: OM .
Ud fra dette udtryk argumenteres der for, at trekantens medianer skeerer hinanden i punkt M.

W=ﬁ+§-AMa
()
OM =OA+2.(OM, ~OA)
3
()
. 1 e ey
oM :OA+—-(§-(OB+OC)—OAJ

Wi

0
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Da OA, OB og OC er stedvektorer, omskrives udtrykket til:

Oﬂzé-ﬁ+—-(ﬁ+— oC
()
A( B)( CX
. B C 3 3 3
OM=1&+1-X+1X—3+3+3
3 AY 3 By 3 Cy Ay By CY
3 3 3
g
1.5.8) (g
m= m:
AY By Cy = Ay+By+Cy
3 3 3 3

Da dette ogsa er en stedvektor, kan det oversattes til et punktkoordinat:

M =(x;Y)=(A*+E;X+CX;AV+ZV+CyJ

Q.E.D.
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15. Den rette linje:

Det er allerede i et tidligere notat naevnt, at linjens ligning kan have flere former. Den, der ken-
des fra den daglige matematikundervisning, er naturligvis:

y=a-x+b,
hvor a er haldningskoefficienten og b er skaeringsverdien pa y-aksen.
Imidlertid kan ligningen for den rette linje — sarligt hvis man faerdes i USA — se saledes ud:
ax+by+c=0

I Danmark kaldes linjen ligning p& denne form: ”Linjens ligning p& normalform” eller "Formlen
for linjens ligning”.

Dette udtryk kan relativt nemt reduceres, saledes at man far isoleret y.

ax+by+c=0<by=-ax-c< y:—%-x—g

Settes ”—% lig med en ny koefficient, ”a” og sattes ” —% ” til en anden konstant, ’b”, fas:
y=a-Xx+b
Betragtes linjens ligning pa normalform gives:
ax +by +c =0
Teenkes pé et punkt, P(X,;Y,) pa denne linje, ma det passe ind i linjens ligning:
ax, +by, +c =0

Treekkes de to udsagn fra hinanden, fas:

ax +by +c =0
- ax, +by, +¢ =0

a(x—x,)+b(y-y,) =0
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P(x; y) er (som sadvanligt) et ”labende punkt” pa linjen, sé linjens retning (en af dem), kan
bestemmes ved udtrykket: ¥

— (x—xoj
PP =
y_yo

Som det allerede — indirekte — er naevnt for-
skellige steder i dette notat, sd kan vektoren

ﬁ betragtes som retningsvektoren for
linjen, I.

=

Normalvektoren, n, er kun taget med for
eksemplets skyld. Normalvektoren bliver
forklaret i naeste kapitel.

Figur 27: Ret linje gennem punkt P, og punkt P.

Parameterfremstillings for en linje i planet:

Der er faktisk adskillige lgsninger pa dette problem: Den ene er at angive linjen som en
parameterfremstilling, en anden er at skrive linjens ligning pa normalform. Metoden
med at beregne linjens haldning i koordinatsystemet og kombinere haeldningen med lin-
jens skeering med y-aksen kendes allerede i detaljer fra kapitlet om analytisk plangeo-
metri. Sidstnaevnte vil ikke blive beskrevet i dette kapitel.

Parameterfremstilling: En parameterfremstilling for en ret linje i planet forklares ved, at
man kender et vilkarligt punkt pa linjen. Dette punkt bliver udgangspunktet for parame-
terfremstillingen. Som altid med en ret linje, kan den bestemmes vha. to punkter eller et
punkt og en heaeldning. Haldningen vil her blive betegnet som en retning, givet ved ret-

ningsvektoren.

Sa retningsvektoren ma veere det samme som vektoren, som gar fra punkt A til punkt B.
(Eller modsat — fra punkt B til punkt A).

Hvis man forestiller sig, at der eksisterer et punkt pa linjen, som flytter sig jeevnt hen
over tid. Lad tiden veere givet i variablen, t. Antages det, at linjen begynder i udgangs-
punktet (det kendte punkt), til tiden t = 0, sa er det indlysende, at punktet ikke har flyttet
sig endnu. Det ma stadig sta i udgangspunktet.

Eksempel 15.1: (Parameterfremstilling)

Bestem en ligning for linjen gennem punkterne: A(2;3) og A(8;10).

| opgaven er der givet to kendte punkter pa linjen. Ud fra disse to punkter, er det muligt
at beregne retningsvektoren. | dette eksempel anvendes retningen fra A til B, men det
kunne nu lige sa godt vaere den modsatte retning.




Notat 14 Michel Mandix (2021)

Notat om vektorer — Den rette linje

o on (SO0

Nu kendes retningen. Og der kendes hele to punkter pa linjen, nemlig A og B. Eftersom der er
tale om den samme linje hele vejen, er det ligegyldigt hvilket af de kendte punkter, man benyt-
ter til sin parameterfremstilling.

Introduktionen af “tidsvariablen” t vises i fglgende udtryk:

orea=()( el o )

0

- X\ (%
OP(1-0) = y = y
0

Punkt A velges, da cifrene er mindre end dem i punkt B.

Tiden gar, og pa et tidspunkt er der gaet 1 tidsenhed. Nu er punktets beliggenhed:

— X X, r X, r
OP(2) = = +t- = +1-
y Yo ry Yo ry
g
- X X r, X, + T,
y yo ry yO + I'-y
... og sd videre. Indsatter man en “negativ tid” vil punktet blot g den modsatte vej ud af linjen,
regnet fra udgangspunktet.

Forestiller man sig nu — maske lidt segt, at tiden antager alle veerdier pa én gang, sa vil alle
punkterne for alle t-vardierne danne en ret linje.

Selvsagt er der uendeligt mange korrekte svar til, at man skal bestemme en parameterfremstil-
ling for en ret linje. Dels kan man indseette en hvilken som helst retningsvektor, bare den peger i
den rigtige retning. F.eks. er falgende retningsvektorer alle identiske, nar det drejer sig om at
beskrive en bestemt retning:

i=(5)5-(2) 53 im0 =

En anden kilde til et uendeligt antal lgsninger er, at et hvilket som helst punkt, som er
beliggende pa linjen, kan fungere som udgangspunkt. Og da en linje bestar af uendeligt
mange punkter, sa er der altsa ogsa mulighed for uendeligt mange udgangspunkter.
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Sa én af de uendeligt mange lgsninger pa en parameterfremstilling af den linje, som sg-
ges i eksemplet er:

Bemaerk (mest for sjov), at falgende parameterfremstillinger er lige sa gyldige/korrekte:

AR ) O3 = G0

@velse 15.1:

1) Forklar med egne ord, hvorfor den (noget kryptiske) sidste lgsning faktisk er en gyldig
parameterfremstilling til linjen, som gar igennem punkterne A(2;3) og B(8;10).

2) Bestem t-vardien for linjen i punktet B.

Linjens ligning pa normalform:
Den anden made at angive en linje pa er at skrive linjens ligning pa normalform.

Her udregnes igen retningsvektoren for linjen:

Eksempel 15.2: (Linjens ligning pa normalform)

Bestem en ligning for linjen gennem punkterne: A( 2;3) og B(8;10).

o on (SO0

Normalvektoren (som jo bare skal symbolisere en retning) kan f.eks. vare lig med tvaervektoren
af retningsvektoren:
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I begyndelsen af dette kapitel, blev linjens ligning pa normalform kort introduceret som:
ax+hby+c=0,
Hvilket blev omskrevet til:
a(x—x,)+b(y-y,) =0.
I naeste kapitel ses og bevises det, at a og b er hhv. x- og y-koordinaterne til en normalvektor til
linjen. En normal(vektor) er jo som bekendt en linje (eller i dette tilfelde) en vektor, som star

vinkelret pa en linje eller en vektor.

Da kan linjen ligning (pa normalform) skrives som:

a(x—x,)+b(y-y,)=0
0
—7(x—-2)+6(y—-3)=0

Dette distribueres og reduceres til:

—7x+14+6y-18=0=0

(i
—7x+6y—-4=0

Vinkel mellem linjer:

Kender man — eller kan man omskrive til — to linjers ligninger pa normalform, kan man be-
stemme vinklen mellem den pa en meget nem made.

Det indses, at den vinkel, som er mellem linjerne, ma veere praecis den samme, som er mellem
de to linjers respektive normalvektorer. Normalvektorerne er jo begge forskudt (eller rettere
drejet) 90° i forhold til den linje eller vektor de er normaler til.

Sa har man givet de to linjer ved deres ligninger pa normalform, sa kender man jo ogsa deres
normalvektorer. Det er jo blot koefficienterne til x- og y-leddene.
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Traditionelt returnerer man den spidse vinkel mellem de to linjer. Det er klart, at hvis man lader
to linjer skeere hinanden som ikke er vinkelrette, sa ma der dannes to par vinkler, hvoraf det ene
par udger en spids vinkel og det andet par udgar en stump vinkel, s& medmindre andet er angi-

vet, og man regner sig frem til en stump vinkel, sa skal man lige finde supplementvinklen til den

farst fundne vinkel. y
(74 /
Eksempel 15.3: (Vinkler mellem linjer) S Tt
nar
Givet de to linjer, @ og A pa normalform: g ‘
Vstump \ X

a:(-3)x(—4)y+1=0 og B:(-1)x+2y-5=0 i AREREARERE. \
Af ligningerne kan de to normalvektorer udtreekkes: (Husk for- i
tegn!) — -

n

-4
Figur 28: Vinklen mellem vektorerne er den samme som
vinklen mellem normalvektorerne.

Sa — en gang til: Vinklerne mellem de to linjer ma veere den samme som vinklen mellem de to
normalvektorer. Sa i stedet for at begynde at finde retningsvektorer for linjerne, sa kan man blot
finde vinklen mellem normalvektorerne.

b -b b -b
cos(v)—{le i+?y Y & v=arccos| = iﬂily Y
] [o] ] [o
)
n -n,+n -n
V = arccos o Ay B
\/naxz +n yz -\/nﬁ 2 +n[,y2
)
V = arccos (-8)-(1)+(-4)-2
V() + (-4)" (1) + 2
)
V = arccos LJ V= arccos(_—sj
J9+16 -1+ 4 J25.46
)
V = arccos _—5}<:>v—arccos(_—lJ<:>v—116 46°
5.5 N v=1.5%0

Men da det er den spidse vinkel, der skal returneres, udregnes supplementvinklen:

Vengeig =180°—116,46° < Vg4, = 63,43°
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16. Normalvektor:

Der eksisterer dog ogsa en anden oprindelse af dette udtryk for den rette linje, og det har i hgj
grad noget med vektorer at ggre. Betragt falgende figur:

P=(z,y)

Figur 29: Normalvektoren er vinkelret pa linjen.

P& denne figur ses en ret linje, som er defineret ved, at den gar igennem de to punkter: P og P,.
Dette er forklaret i forrige kapitel.

| punktet P, star en vektor, n, vinkelret p linjen. Da den er vinkelret pd linjen, kaldes den en
-~ (a
normalvektor. Denne vektor gives koordinaterne: n= (b] .

P, er et fast punkt, og benavnes som normalt med P, =(x,; Y, ), hvorimod P er vilkarligt punkt
pd linjen, som benavnes P =(x;y).

Nu dannes der en vektor, som gar fra punkt P til punkt P,.

Som sadvanligt arbejdes der med stedvektorer, da det ikke er muligt at ”blande” punktkoordi-
nater og vektorkoordinater.

PP ~OF—-OF,
)
o
y Yo
)
PH- x—x(,]
y_yo

Det er givet, at normalvektoren stér vinkelret pa linjen og dermed ogsé pa den vektor, P,P , som
nu er blevet beregnet — da bade punkt P og punkt P, ligger pa linjen.

) - (a
Normalvektoren har — som, allerede navnt — vektorkoordinaterne: n = (b] .
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Side 67 af 88

den, s& ma deres indbyrdes skalarprodukt vere lig med O.

nP,P=0
)

)
IIr'ﬂl-(x—xo)+b‘(v—yo)=0

Reduceres der videre pa dette udtryk, fas:

a-(x—x,)+b-(y—y,)=0

)
ax—ax, +by—-by,=0

) Da"—ax," og "—Dby," begge er konstanter, samles de til "c".
ax+by+c=0

-~ (a - — : o
Da normalvektoren, n = (bj og linjen — repreaesenteret af vektor P,P, er vinkelrette pa hinan-

Q.E.D.
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17. Afstand mellem punkt og linje:

Skal man bestemme (den vinkelrette) afstand fra et punkt, P(d,e) til en linje, som er
skrevet pa formen: ax+by+c=0, kan det gares med fglgende formel:

v
la-d+b-e+c| :

Va2 +b?

Bemark den numeriske parentes, der er sat om teelleren. Da
koefficienterne (f.eks. koordinaterne) sagtens kan veare ne-
gative, kan telleren blive negativ. Da en afstand imidlertid -
aldrig kan veere negativ, tages den numeriske (positive)
veerdi af teelleren.

dist=z=

P(d.e)

ax+by+c=0

Figur 30: Afstanden mellem punkt og linje
males altid vinkelret ned pa linjen ...

Falgende tegning er taget fra bogen:
v

“

-
n

‘\; - P(de)

Qlxy) ™2 L_ax+by+c=0
%

Figur 31: ... hvilket er praktisk, nir normalvektoren ogsa stir vinkelret pa linjen.
Der veelges et vilkarligt punkt, Q(x;y) pé linjen. Det behaver ikke p& nogen made at vzre vin-

kelret p& punktet P. Q veelges helt tilfaldigt. | dette punkt afsattes en normalvektor, n = [Zj .

Vinklen mellem normalvektoren, n, 0g vektor @ kaldes for v.
Nu benyttes (begge) definitionerne pa skalarproduktet:

a:b =|al-|bl-cos(v) =a, b, +a, -b,
g
ﬁ-@:‘ﬁ‘-‘@‘nos(v):a-(d ~x)+b(e-y)

Normalvektorens leengde og leengden af z kan ogsa udtrykkes:

In[=+a’ +b” og z=|QP|-cos(v)

Disse to udtryk indseettes i udtrykket for skalarproduktet:
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ﬁ-@:‘ﬁ‘-‘@‘-cos(v)za-(d ~x)+b(e-y)
)
n«QP =+/a? +b? -z =ad —ax +be —by
Da ax+by+c=0 i linjens ligning, er ¢ =—ax—hy

Ja?+b?.z=ad +be+c
()

_ad+be+c

SN Q.E.D.
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18. Determinanter:

Et lidt overset veerktgj til bestemmelse af vinkel mellem to vektorer er at benytte determinanter.
Umiddelbart kan udregningen af determinanter godt minde en hel del om maden, hvorpa man
udregner skalarprodukter, sa det kan give anledning til forvirring og at man i kampens hede kan
huske forkert, nar man skal foretage beregningerne.

Notationen omkring determinanter er, at de noteres pa en af fglgende to mader, som begge er
lige gode:

;6) (Anbefales!)

- (a - (b
Om determinanter, gaelder fglgende, nar det er givet at a:(axj 0g bz(bX]:
y

y

det(é;B) =ab=a,b, -b, a, (Bemaerk: a samt raekkefalge og fortegn !!!)

det(é;B) = ‘5HB‘ -sin(v), hvor v er vinklen mellem de to vektorer.

ash  a b

_ b, -b, -a,
ool A

. b
sin(v) = -

Det erindres, at et udtryk, som minder meget om dette, kunne opskrives for skalarproduktet mel-
lem vektorerne:

ab=a, b +a,-b, Bemaerk, at dette allerede er
== 2l e . beskrevet i kapitlet om
ash= ‘a -‘b -cos(V), hvor v er vinklen mellem de to vektorer. »Skalarproduktet”. Det er

kun medtaget her for sam-
menligningens skyld!

ab a b +a, b,

Cos(V)=——=—"—"—
- felo
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19. Opgaver fra ?Teknisk Matematik”:

I Opgave 422 Vektorer i planet (Afbildning og bestemmelse af vektorer) p. 544 |

Givet flg. Punkter: Ax:s), Bi:2), C2:4), D19y, E(-1:-6) 09 Fs:-3)
Punkterne danner tre vektorer: AB, CD og EF .

a) Indtegn vektorerne i et koordinatsystem.

b) Bestem vektorernes koordinater.

c) Bestem ‘ﬁ‘ ‘C_D" og ‘ﬁ‘

Opgave 423 Vektorer i planet (Afbildning o0g bestemmelse af vektorer) p. 544 |

- 5
Givet vektor a :[ 3)

Vektor a indlegges i et koordinatsystem og skal have begyndelsespunkt i (2;1).

a) Bestem a

b) Bestem koordinaterne til pilpunktet til a .

[ Opgave 424 Vektorer i planet (Afbildning og bestemmelse af vektorer) p. 544

. (=2
Givet vektor bz{ 4)

Vektor b indleegges i et koordinatsystem, hvor den har pilpunktet (3;-1).

—-

b

a) Bestem

b) Bestem koordinaterne til begyndelsespunktet for b.
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Opgave 425 Vektorer i planet (skalering) p. 546

Givet 3 stedvektorer: Ag:2), B35 09 C(7:-4)
a) Bestem stedvektorernes leengder.

b) Bestem vinklerne, som stedvektorerne danner med vandret.

[ Opgave 426 Vektorer i planet (skalering) p. 546

Bestem koordinaterne til en stedvektor a'sendepunkt, ndr den danner en vinkel pa 42°

med x-aksens positive akse og har leengden ‘5‘ =7.

Opgave 427 Vektorer i planet (skalering) p. 546

Bestem vektoren b's endepunkt, n&r den danner en vinkel p& 254° med x-aksens positive

akse og har leengden ‘6‘ =9.

[ Opgave 428 Vektorer i planet (skalering) p. 546

-~ (2
Givet er en vektor a ={3], som er beliggende i et koordinatsystem med begyndelsespunkt i (4;2).

a) Bestem ‘5‘
b) Bestem koordinaterne til vektorens pilpunkt i koordinatsystemet.

c) Bestem koordinaterne til: —%-5.

1 -
d) Bestem ‘_E -a

Vektor har begyndelsespunkt i (x;y)=(L1).

1 -
——.a
2

e) Bestem koordinaterne til vektor >s pilpunkt.

1 -
——-.a
2
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Opgave 429 Vektorer i planet (vektoraddition) p. 551 ﬂ

Bestem leengden ‘5 + ﬂ , nar vektor H = 39,2 og vektor m = 16,3 og nar de danner en

vinkel pa 138° med hinanden.

Opgave 430 Vektorer i planet (Vektoraddition) p. 551

Bestem leengden ‘_ﬁ + a‘ nar vektor ‘f)‘ = 11,52 og vektor ‘a‘ = 21,53 og nar de danner en

vinkel pa 72,4° med hinanden.

Opgave 431 Vektorer i planet (Vektoraddition) p. 551

. - (5 - 1
Givet to vektorer: a:(zj og b:( 4}.

a) Bestem koordinaterne til vektor —a.
b) Bestem koordinaterne til vektor —b .

c) Bestem koordinaterne til resultanten a+b .
d) Bestem koordinaterne til vektoren 2-a.

e) Bestem koordinaterne til vektoren 1-5.

N

f) Bestem koordinaterne til resultanten 2‘5+%-5 .

[ —

Opgave 432 Vektorer i planet (Vektoraddition) p. 552

-~ (5) - (-3 - (-1
Givet tre vektorer: a=| |, b= 0og c= .
1 2 3

a) Bestem koordinaterne til resultanten

b) Bestem leengden af resultanten

[ Opgave 433 Vektorer i planet (Ligevagt) p. 553

- (4 - (6
Givet to vektorer: a=(3j 0g b:[lj.

Bestem en vektor (stgrrelse og retning), der kan holde ligeveegt med summen af vektor og
vektor b.
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| Opgave 434 Vektorer i planet (Ligevagt) p. 553!
F,=200N
# Fi=100N
T105°
F3=350 N

Bestem den kraftvektor, der i stgrrelse og retning kan holde ligeveegt med de tre givne
kraftvektorer.

[ Opgave 435 Vektorer i planet (komposanter) p. 558

. L4y . (2 - (1
Givet tre vektorer: a= . b= 0g C= .
1 3 -3

Vektor a skal oplgses i to komposanter, der gér i henholdsvis vektor b ’s og vektor ¢ ’s ret-
ning.

a) Bestem koordinaterne til komposanterne:

[ Opgave 436 Vektorer i planet (komposanter) p. 558

Fem vektorer, alle med leengden 4, danner henholdsvis vinklerne 12°, 80°, 164°, 232° og 302°
med x-aksens positive retning.

a) Bestem koordinaterne til resultanten af de fem vektorer.
b) Bestem leengden af resultanten.

c) Bestem den vinkel som resultanten danner med x-aksen.
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Opgave 437 Vektorer i planet (komposanter) p. 559 ﬂ

Fire vektorer med lengderne 4, 5, 6 og 7 danner henholdsvis vinklerne 40°, 110°, 140° og 190°
med x-aksens positive retning.

a) Bestem koordinaterne til resultanten af de fire vektorer.
b) Bestem laengden af resultanten.

c) Bestem den vinkel som resultanten danner med x-aksen.

Opgave 438 Vektorer i planet (vektorsubtrahering) p. 561

Vektor E har leengden 11,3, vektor b har leengden 8,98 og vinklen mellem de to vektorer er
113°,

a) Bestem lzengden af sumvektoren B +b.

b) Bestem leengden af differensvektoren B ~b.

[ Opgave 439 Vektorer i planet (vektorsubtrahering) p. 562

Vektor u har lengden 11, vektor v har leengden 16 og vinklen mellem de to vektorer er 36°.
a) Bestem lzengden af sumvektoren U+V.

b) Bestem leengden af differensvektoren u—v.

[ Opgave 440 Vektorer i planet (vektorsubtraktion) p. 562

Givet tre vektorer: r, s og t

‘F‘ = 3,48, og danner vinklen 44,3° med x-aksen.
‘5‘ =4,16, og danner vinklen 116,8° med x-aksen.

m =6,16, og danner vinklen 321,6° med x-aksen.

a) Bestem koordinaterne til vektoren.
b) Bestem ‘r -S +t‘.

c) Bestem den vinkel, som r —s+1t danner med x-aksen.
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Opgave 441 Vektorer i planet (vektorsubtraktion) p. 562

Givet tre vektorer:
-~ (2) - (3 ~ (=2
a= , b= 0g c= .
3 -1 -4
a) Bestem koordinaterne til a+b—c samt ‘5+5—E‘.
b) Bestem koordinaterne til a—b-c samt ‘5—5—6‘ .

c) Bestem koordinaterne til —-a—b—c samt ‘—5+5—E‘ :

Opgave 442 Vektorer i planet (Enhedsvektor) p. 563

Givet punkterne A(4;1) og B(-2,5) i et almindeligt koordinatsystem.

Bestem koordinaterne til vektor AB ’s enhedsvektor ¢ .

[ Opgave 443 Vektorer i planet (Enhedsvektor) p. 564
- (11
Givet vektor a= ( 6 j

Bestem koordinaterne til vektor a ’s enhedsvektor € .

[ Opgave 444 Vektorer i planet (Enhedsvektor) p. 564
Givet vektorerne r =( 23] 0g s = [ﬁ

a) Bestem koordinaterne til sumvektoren 1+ ’s enhedsvektor €.

b) Bestem koordinaterne til sumvektoren I —s ’s enhedsvektor € .
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I! Opgave 445  Vektorer i planet (Enhedsvektor i koordinatsystemet) p. 565 [I

Givet vektorerne a=4-i+j og b=—i+2-j
Husk at vektorerne i og j blot er enhedsvektorer i hhv. x-aksens 0g y-aksens retning.

a) Bestem koordinaterne til a og leengden ‘5‘.
b) Bestem koordinaterne til b og leengden ‘5‘
c) Bestem koordinaterne til a+b og l&ngden ‘5+5‘.
d) Bestem koordinaterne til a—b og lengden ‘5—5‘.

e) Bestem koordinaterne til 5.-a—-1,5-b og leengden ‘5-5—1,5-5‘.

[ Opgave 446 Vektorer i planet (skalarprodukt) p. 567

Givet et kvadrat med sideleengde lig med 3:

B C

Bestem folgende skalarprodukter:

a) AB+CD




Notat 14 Michel Mandix (2021)

Notat om vektorer — Opgaver fra ”Teknisk Matematik”
Opgave 447 Vektorer i planet (skalarprodukt) p. 567
Givet en ligesidet trekant med sidelengde lig med 5.
B
A C

Bestem folgende skalarprodukter:
a) AB+ AC
b) AB+BC
c) AB+BA

[ Opgave 448 Vektorer i planet (skalarprodukt) p. 570

Bestem vinklen mellem vektorerne a og b, nér:

~ (4 ~ (3
a) a= 4] 0g b=(2]
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I! Opgave 449 Vektorer i planet (skalarprodukt) p. 571 ﬂ

Bestem t sdledes at vektor a og vektor b kommer til at std vinkelret p& hinanden.

Opgave 450 Vektorer i planet (skalarprodukt) p. 571

| et koordinatsystem er givet en trekant ABC med A(-2;2), B(8; —8) og C(—4; —4).
a) Undersgg om trekanten er retvinklet.

b) Bestem starrelsen af trekantens vinkler.

[ Opgave 451 Vektorer i planet (skalarprodukt) p. 571

| et koordinatsystem er givet fire punkter Ac1;2), By, C9.2) 09 D(7;-2).

Undersgg om firkant ABCD er et rektangel.

Opgave 452 Vektorer i planet (skalarprodukt) p. 571
Undlad i opgaveseet !!!

| —1

- (1 .
Givet vektorerne a:(z) 0g b:(

-3 Bemaerk, at fortegnet er andret pa vektor b ’s x-koordinat i
1

forhold til i opgaven, samt at vektor a ’s koordinater er ombyt-
tet. Ellers kan det ikke lade sia agre i forhold til facitlisten!

Undersgg om vektorerne (4-5— 5) 0g ((—2) a+3- 5) star vinkelret pa hinanden.
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Opgave 453 Vektorer i planet (Tvervektor) p. 572

Bestem koordinaterne til tvaervektoren a , nar:

garl

Opgave 454 Vektorer i planet (Tvarvektor) p. 572
. - 3
Givet vektor a =( J med begyndelsespunkt: (7;9).

Bestem tvaervektorens a ’s pilpunkt i koordinatsystemet.

[ Opgave 455 Vektorer i planet (Tvarvektor) p. 572

En trekant er beliggende i et koordinatsystem og har hjernepunkterne (0;0), (-1,—4) og (5;—4).
Trekanten drejes 90° mod uret om (0;0).

Bestem koordinaterne til den nye trekants hjgrnepunkter.

[ Opgave 456 Vektorer i planet (Tvarvektor) p. 573

Et kvadrat ABCD er beliggende i et koordinatsystem med A.-4 0g B(o:2).

Bestem koordinaterne til C og D.
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|

I! Opgave 457 Vektorer i planet (Tvervektor) p. 573 ﬂ
Givet vektorerne a = (_1j b :( 4 J og Cc= (3j
2 -3 5

a) Bestem koordinaterne til vektoren a+b+c samt ‘5+5+E‘.
b) Bestem koordinaterne til vektoren til a—b-c samt ‘5—5—6‘ :

c¢) Bestem skalarproduktet af 3- be (5 - E) .

d) Bestem koordinaterne til vektoren —5-c.

o>

e) Bestem koordinaterne til vektoren —5-
f) Bestem koordinaterne til vektoren —5-c.

g) Bestem skalarproduktet af (5 + 5) o (5 - 5) .

h) Bestem 4(5,6).

Opgave 458 Vektorer i planet (Areal og tyngdepunkt) p. 576

—

Bestem areal og koordinaterne til tyngdepunktet i falgende trekanter, hvor hjgrnerne er:
a) A@0), Bais) 09 Crris)
b) A¢2:-3), Bs:e) 09 Cra:7)

C) A1), B3 09 Crz;1y
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Opgave 459 Vektorer i planet (projektion) p. 579
Givet to vektorer ‘5‘ =7 0og ‘5‘ = 3. Endvidere er vinklen mellem de 2 vektorer 60°.

a) Bestem lzengden af vektor b’s projektion pa vektor a .
b) Bestem lzengden af vektor a ’s projektion pa vektor b.
c) Bestem laengden af differensvektor a—b’s projektion pé vektor a .

d) Bestem laengden af differensvektor a—b’s projektion pé vektor b.

Opgave 460 Vektorer i planet (Projektion) p. 580

. ~ (2 -~ (4
Givet vektorerne a:(g) 0g bz( J

Projicér vektor b p& vektor a og bestem projektionsvektorens leengde og dens koordina-
ter.

[ Opgave 461 Vektorer i planet (Normalvektor/Afstand) p. 582
Giveten linje k: —2x+4y—-8=0

Bestem:

a) Koordinaterne til linjens normalvektor n.

b) Afstanden mellem linjen og punktet (2,6).

c) Afstanden mellem linjen og punktet (0,0).

[ Opgave 462 Vektorer i planet (Normalvektor/Afstand) p. 582

Givet linjerne 4x+12y—-60=0 og 3x+9y+18=0

Bestem afstanden mellem de to linjer.
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I! Opgave 463 Vektorer i planet (problemopgaver) p. 583 ﬂ

En container med en samlet tyngde F = 25 kN (kiloNewton) skal lgftes af en kran. Til lafteop-
gaven anvendes wirer med forskellig la&engde.

I

!

For at vurdere belastningen af wirerne, skal stgrrelsen af krefter i wirerne bestemmes, nar
vinklen v (se figuren) er:

a) v =60°
b) v=90°
¢) v=120°

d) v=150°

[ Opgave 464 Vektorer i planet (problemopgaver) p. 584

En aksel er gennem et kileremstraek pavirket af tyngden af en kileremsskive ‘6‘ =1,2kN og

gennem kileremstraekket af en kraft ‘E‘ =3,43kN , som virker i retningen som vist pa figuren.

N
\

[\ /] \ ;

a) Bestem den resulterende kraftpavirkning pa akslen.

b) Bestem retningen af den resulterende kraftpavirkning.
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Opgave 465 Vektorer i planet (problemopgaver) p. 584

En gitterkonstruktion er belastet med sakaldte ydre kraefter som vist pa figuren.

328 kN
3 m\\
1,56 kN e

4m
2 46 KN | )\ 3KN

a) Vis, at summen af de ydre krafter er lig med 0.

I knudepunktet som vist pa figuren, skal summen af ydre krefter og de indre krefter veere lig
med 0. De indre kreefter er kreefterne i steengerne.

b) Ud fra de naevnte forudseaetninger, skal stgrrelsen af stangkraft nr. 1 og sterrelsen af
stangkraft nr. 2 bestemmes.

[ Opgave 466 Vektorer i planet (problemopgaver) p. 585

En flyvemaskine flyver fra en lufthavn A mod en anden lufthavn B, der ligger som vist pa figu-
ren i en retning pa 63° i forhold til nord.

N
&

Flyvemaskinens hastighed ‘\Tf‘ er 310 km/timen, men der er samtidig en vind fra syd

(10° i forhold til nord). Vindens hastighed |v,| er malt til 8 meter/sekund.

a) Bestem vinkel z under forudsatning af, at flyvemaskinen flyver direkte mod
lufthavn B.

b) Bestem flyvemaskinens resulterende hastighed, v.
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Vektorkoordinater
= X
2 = (%) )
Y g y
=
Vektorkoordinater i et koordinatsystem
. y
AB = (xz —Xl)
Y2~ ¥, Blx, )
|
' Y2y
|
Aol
X2-X]
» X
Multiplikation af skalar med vektor
<=(a%)
n-a =
L §
n-a
n-y
Es
y
X B n-x z
Addition af to vektorer
— - -
r=a+b
b 7 /,
Hvi - X4 o Xy b
CERRELRE ;o
;) 4 = = [Xl + X2] —b>
Yi*+Yy2




Notat 14
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Side 86 af 88

Notat om vektorer — Formelsamling fra bogen

Vektorer i ligevaegt

e e 0
a+b+c+d=(0)

o)
o
il

ol

Subtraktion af vektorer

rerne star vinkelret pa hinanden.

T — FS
a-b=a+(-b)
- X o X e
H\’isa=(l)ogb=(2)er L.
Y1 \Y2
- — X] = Xn - =5
a — = -b b
V] —YZ / ————————— g
£
-5\ _*
Enhedsvektor
=y X .
©=(y.) v
Ve g
-
e v
X . 1™ Il
Xe =751 98 Ye = 15 X o
V] V] ‘
X
Skalarprodukt
- — Y
ae = |a »‘b|~cosv
£F
— N .
aeb =X"X+yY, '
i~
b
s Gl i S
COSV = s
a ‘b|
- =
cosv = e, eey 3
- - . u|
Skalarproduktet a ¢ b = 0, nar vekto- B
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Notat 14

Notat om vektorer — Formelsamling fra bogen

Side 87 af 88

Tveaervektor

-_
Hvis a = (X) er

<

Trekantens tyngdepunkt

op

Ty = (Xl FXoH Xy Y+ Yot Y3) B(xzy2)
,Y) = 3 ! 3
Alxyy1)
C(x3,y3)
Trekantens areal
y
X, V
Areal = L.[® %
2 X2 Y2
i
=5 X1 y2=%' N
B
A 3 X
5/ N\
\
o |
A d i
Projektion
5 — b
ba = ’bl - COSV
- -
ol - [aeb B ol
al = = Y
2]
— - = b
ba = ba "€, v h .3
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Notat om vektorer — Formelsamling fra bogen

Afstand fra punkt til ret linje

o o lad + be + ¢

b

P(d,e)
z
ax+by+c=0

"X




