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Introduktion:

Overordnet ide

Chi2-fordelingen er et underemne i den matematiske disciplin: ”Statistik”.

Som altid, benyttes statistik til at give en kvalificeret beskrivelse af en population. Da det for det
meste ikke er muligt at undersgge hele populationen, ngjes man med at undersgge en stikprave
— dvs. — et udsnit af hele populationen.

Nar der udtages en stikpragve, og der efterfglgende testes pa den stikprave, er det for at under-
sgge om variationerne i stikprgven skyldes tilfeeldige udsving, eller om der er en signifikant (be-
tydningsfuld) sammenhang.

Man kan sige det pa en anden made, hvor man antager, at man vil lave fuldsteendig det samme
eksperiment en gang til. Det, der undersgges er sandsynligheden for, at eksperiment nummer to
vil falde ud pa samme made som det farste eksperiment, eller om det er for usandsynligt.

Huvis det ikke er sandsynligt, at eksperiment nummer to er rimeligt identisk med eksperiment
nummer et, sa er der ingen malbar sammenhang mellem de observerede data, men hvis de to
eksperimenter falder nogenlunde ens ud, sa er der beleag for at sige, at der er en sammenhang
mellem data i stikprgven.

Den grundlaeggende idé er: Man har lavet en stikprgveundersggelse hvor deltagerne har besvaret
to spergsmal. Man vil undersgge om der er nogen sammenhang mellem deltagernes svar pa de
to spargsmal, eller om de er uafhangige.

I den offentlige debat hares ofte en raekke pastande om, hvorledes ting heenger sammen. Ofte
falger der ikke datamateriale eller tests med, nar pastande praesenteres, og derfor er der ikke
serlig gode muligheder for at undersgge og dermed be- eller afkraefte sammenhange. Det kan
derfor vaere sveart at gennemskue, om andres undersggelser eller argumenter er til at stole pa.

Chi2-test bruges til at teste, om der er uafhangighed mellem to variable, derfor ogsa kaldet en
”Test for uathangighed”.

Resultatet af en test for uafhaengighed er en sandsynlighed. Testsandsynligheden angiver mulig-
heden for at opleve endnu stgrre forskelle, selv om variablene er uafhaengige.

Hvad er en chi?-fordeling?:
Chi2-fordelingen er lidt beslaegtet med normalfordelingen, men der er dog visse forskelle:

Som vist i et andet notat, er normalfordelingen afhangig af to variable, nemlig « (my, middel-
veerdien) og o (sigma, spredningen).
Dette skrives som: X ~N(z;0).

Chi2-fordelingen er derimod kun afhangig af én variabel, og det er antallet af frinedsgrader, be-
naevnt som df (Degree of Freedom).

Dette skrives som: X ~ z*(df ).

En chi2-fordeling kan have et vilkarligt antal frihedsgrader, og antallet er afhangigt af datatabel-
lens starrelse. (Se afsnittet om frihedsgrader).
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Begreber, forkortelser og symboler:

Hypotese
En pastand eller et udsagn, som antyder en sammenhang mellem to variable.
Specielt benaevnes nulhypotesen med H, og den alternative hypotese med H, .

Sandsynlighed

Chancen (eller risikoen) for, at en handelse indtreeffer. Hvis et eksperiment udfares
tilpas mange gange er sandsynligheden den hyppighed, hvormed en bestemt han-
delse vil indtraeffe.

Signifikansniveau

Signifikansniveauet er den ngjagtighed, hvormed testen udferes. Eller med andre
ord: I hvor mange % af forsggene, er det ok at tage fejl? Typisk er denne veerdi lig
med 5 %. | det virkelige liv, tages der hensyn til, hvad det koster at lave en under-
sggelse. Jo starre praecision der gnskes, desto mere vil det koste at lave undersggel-
sen — typisk fordi der skal spgrges mange flere personer, hvis pracisionen skal
gges.

Pivottabel (eller antalstabel)

Data ankommer oftest som et stort tilfeldigt rod af kombinationen af svar pa to el-
ler flere forskellige spargsmal. Typisk vil svarene veere ordnet sadan at en linje re-
praesenterer svarene fra en person (eller haendelse). Desuden vil linjerne sta i den
reekkefglge, som de er indkommet — dvs. den farst adspurgte star gverst og den se-
nest adspurgte star nederst.

I Excel (eller et andet program), kan svarene optalles og fordeles. | en chi?-test
vurderes der altid kun pa to variable, sa hvis der er stillet f.eks. 5 spargsmal, kan
man i pivottabellen udveaelge de variable, som man gnsker at analysere sammen-
hangen for.

Forventede veerdier

Nar der er opstillet en pivottabel med optellingen af verdierne, skal de sammenlig-
nes med de forventede veerdier. Det er ikke altid nemt at gennemskue pa forhand,
om der er en sammenhang mellem de to variable eller ej. Det er jo ikke sikkert, at
fordelingen af de adspurgte er jeevnt fordelt. Maden at kompensere for dette er at
finde de forventede veerdier. De forventede veerdier udregnes for hver celle i pivot-
tabellen. Hvis de indsamlede vardier i pivottabellen er relativt teet pa de forventede
veerdier, forventes det, at nulhypotesen accepteres, men lad vaere med at geette pa
udfaldet. Det er — som tidligere naevnt — svaert at gennemskue uden at lave bereg-
ningerne.

Teststorrelsen, z?

Begrebet teststorrelse behandles af to omgange. Farst diskuteres begrebet ”bidrag
til teststorrelse”. Bidraget til teststarrelsen udregnes — ligesom de forventede veer-
dier — for hver enkelt celle i pivottabellen.

Som det ses i et senere afsnit, vil den primare udregning for de enkelte bidrag
vere: ”"Observeret veerdi — Forventet veerdi)?, og heraf kan det udledes, at hvis de
forventede veerdier ligger meget teet pa de observerede verdier, sa vil dette bidrag
blive forholdsvist lille.

Selve teststarrelsen, y*, udregnes som summen af alle bidragene.
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Kritisk veerdi
Den kritiske veerdi i en chiz-fordeling afhaenger af to parametre: 1) Signifikansniveauet og 2)
Antallet af frihedsgrader, som er givet ud fra pivottabellen.

Den kritiske veerdi er et sammenligningsgrundlag for teststgrrelsen, y°.

Testsandsynlighed, p

Testsandsynligheden er et tal for, hvor ”skeev’” undersegelsen er — eller med andre ord: ”Hvor
langt fra den forventede virkelighed er de foreliggende data?”

Hvis der accepteres, at der tages fejl i 5 % af forsagene, betyder det, at man kan tage fejl i et ud
af tyve forsgg.

Hvis den beregnede testsandsynlighed er pa f.eks. 1 %, betyder det, at sandsynligheden for at fa
et resultat som det der er givet, er 1 %. Altsa at det vil forekomme i 1 ud af 100 tilfeelde. Dette
betyder s, at sandsynligheden for netop dette forsagg vil forekomme i endnu feerre tilfeelde, end
de “tilladte” 5 % (som er givet af signifikansniveauet, og som tidligere navnt kan &ndre sig,
hvis man accepterer en anden fejl- eller succesrate).

Ser man pa den grafiske afbildning af en chi2-fordeling, er der tale om en kurve. Udseendet af
denne kurve varierer, afhangigt af antallet af frihedsgrader df.

Ser man pa det areal, som ligger under kurven, kan man sige, at dette areal samlet er lig med 1.
Nar man bestemmer signifikansniveauet til 5 %, betyder det saledes, at i 95 % (19 ud af 20) til-

feelde, sa er undersggelsen ok, men i de sidste 5 %, sa ligger data for langt veek fra de forventede
veerdier. Dette kan vises pa grafen, som det bla omrade.

Den udregnede testsandsynlighed
kan anskues pa samme made.
Hvis den udregnede sandsynlig-
hed er mindre end f.eks. 5 %, s&
betyder det at det markerede areal

er endnu mindre og den nederste
graense for arealet skal derfor ryk-
kes til hgjre. Deraf folger at data
er endnu lengere veek fra signifi-
kansniveauet end de tilladte gver-

. _’ e | St 5 %, 0g dermed kan nulhypo-

S— - ' - | tesen ikke accepteres.

JHIE
Cssmras |ax) = s

Hvis f.eks. den udregnede testsandsynlighed er meget teet pa 0, betyder det altsa at data er sa
langt veek fra de forventede vaerdier, at der er 0 % sandsynlighed for at fa et dataset magen til
dette, hvis eksperimentet gentages.
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Hypoteser:
I Poltcens Nucensk Ordbog med cymologi - 3. udgave - o x| Som det ses af skaermbilledet af opslaget i Poli-
f"; ”gei”'@“ed;’ i”“‘jp"”ﬁ“ T e tikens Nudansk Ordbog, kan en hypotese lgse-
Forige Neste Tihae Fin Uk B ligt oversattes med: ’forudsatning” eller ’an-
o | i | tanelse”
Indtast det ord du ansker at finde hypotese [hybo'te-sa] sb. -, -, -me i g . . v o i
WpolEs 0O en antagelse som ikke er bevist, .
frvea Man kan ogsa anvende ordet: ’pastand
iseer om en antagelse som er grundla
T — P Videnskabge\ig undersgggelse, ogg .
- som seges bevist = ANTAGELSE jf. TESE - -
b & frameatte an hypotece + vi g3 ud | forbindelse med chi2-testen er den bedste
fra den hypotese at folk helst vil sige 99 99 *
poreate e e, oversaettelse: “antagelse”, idet nogle af udreg-
';-‘v":eh hypotese s det er en ren hypotese ¢ H k k f d d t
it . ‘ ningerne kun kan gennemfgres under den anta-
E;”f s, | gelse, at der ikke er nogen sammenhang mel-
revogn underlag' dannet af /pé 'under' + 2

Eﬁs i rhéir:lag ‘:lfmh;nafr '\ae{;ge, sdaette' ] Iem de to Spﬂl’gsma| .
hissing
hystade
hyster
hysterisk. i
hytte 1
hytte 2

Man antager indledningsvist, at der IKKE er nogen sammenhang mellem de to spgrgsmal (vari-
able), der males pa i testen.

Notatets eksempel omhandler spgrgsmalet om, hvorvidt meend eller kvinder foretraekker at ga i
et bestemt fitnesscenter. De to spargsmal bliver saledes:

1) ”Er du mand eller kvinde?”
2) Foretrakker du at treene i Kabenhavn, Kege eller Solred?”

Til brug i en chi2-test opstiller man altid den negative (ikke-bekraftende) hypotese farst og kal-
der den for Nulhypotesen (H,). Sa i dette tilfeelde bliver Nulhypotesen: “Der er INGEN sam-
menhang mellem de adspurgtes kon og deres foretrukne treeningscenter”.

Hvis der ikke er sammenhaeng, ma det modsatte vaere geeldende. | sa fald er det givet, at der ER
sammenhang mellem de adspurgtes kan og deres foretrukne traeningscenter.
Dette alternative scenarie kaldes for: ”Den alternative hypotese (H,)”.

Det er vigtigt at opgaven begyndes med at definere de to hypoteser, men da de altid er det
”samme” — dvs. at nulhypotesen altid er den benagtende pastand, hvor der ikke er nogen sam-
menhzang, og den alternative hypotese, som er “alt det andet” — dvs. at der er en eller anden
sammenhang mellem de to variable — burde det ikke give noget starre problem.
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Signifikansniveau:

Hele ideen med denne type opgave er at bestemme hvorvidt man kan acceptere nulhypotesen,
eller om man i stedet skal valge den alternative hypotese. Et spargsmal der rejser sig i den for-
bindelse er: "Hvad er succeskriteriet? Hvornar skal man acceptere nulhypotesen?”’

Svaret afhanger af, hvor meget man kan leve med at tage fejl. Den almindelige opfattelse — eller
tradition — i samfunds- og naturvidenskaberne er, at det er ok hvis man tager fejl i ét ud af tyve
tilfeelde — eller med andre ord — i 5 % af tilfeeldene.

| matematikken siger man, at der veelges et signifikansniveau pa 5 %.

Hvis — efter at testen er udfart — at man finder at testsandsynligheden er stgrre end signifikansni-
veauet, konkluderer man at nulhypotesen er korrekt og accepterer den.

Signifikansniveauet opdeler egentlig blot *-fordelingen i to dele. Med det menes, at man be-
tragter grafen for y*-fordelingen og lader arealet under grafen veere lig med f.eks. 1.

Veerdien pa x-aksen, som adskiller det hvide og det bld omréde, kaldes for ”den kritiske verdi”.
| dette tilfeelde er den kritiske vaerdi 5,99, men for en y*-fordeling med et andet antal friheds-
grader og/eller et andet signifikansniveau, ville den kritiske veerdi ligge et andet sted.
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Data:

Typisk vil data komme i en Excel-fil, hvor data er skrevet i to kolonner.

Kolonne et indeholder svarmulighederne til det farste spgrgsmal — altsé: "Kebenhavn”, "Kege”
eller ”Solred”. Den anden kolonne indeholder svarmulighederne pa det andet af de to spergs-
mal. I dette tilfeelde, kan der sdledes sta ”Mand” eller ”Kvinde” i anden kolonne.

I enkelte tilfelde, gives der ikke en datafil, men blot en pivottabel, som er resultatet af de mani-
pulerede radata. | s& fald springes dette punkt bare over.

Pivottabel:

Ogsa kaldet en antalstabel.

Data KAN markeres, men det er nemmere at klikke pa én af cellerne i tabellen.
Nar dette er gjort, bruges Excel-kommandoen <Indszt> - <Pivottabel>.

Sl e e T Der fremkommer en dialogboks, som den vist til ven-
stre.

I langt de fleste tilfeelde, skal indstillingerne bare accep-
o L e el e [ m | teres som de er. Tryk pa ”Ok” for at lukke dialogboksen
og fortseette.

€| © vaig entabel eller et omejae
Tabevomeide: | AmKIISASISES 1A *

Her vaelges data til pivottabellen. Excel er rimelig intel-
ligent, sa den vaelger automatisk hele tabellen. Hvis man
ikke gnsker hele tabellen, skal data markeres manuelt.

15 |Kobenhavn
16 |Kobenhavn
17 |solred
18 iSolred
19 jsolred

o ] s Pas pa med at markere. Hvis man markerer forkert, kan
o man risikere at data bliver redigeret utilsigtet og bliver

!
!
! .
22 |Ksbenhavn  Kvinde | gyld g
23 jKege Mand | u I e'
inde |

Foelgende dialogboks vises.

Her er det muligt at veelge de data, som gnskes vist pa hhv.
reekker og kolonner.

Treek f.eks. ”Kon” ned i ”"Reekke”-boksen og ”Center” ned i
”Kolonne”-boksen. Herved defineres reekke- og kolonneover-
skrifterne.

For at fa beregnet (talt) veerdierne treekkes f.eks. ”Ken” ned i
”Verdier”-boksen. Det er faktisk ligegyldigt, om man her be-
nytter ”Ken” eller ”Center”. Bemaerk, at man IKKE kan bruge
en af de etiketter, som allerede er i enten raekke- eller kolonne-
boksen. Den skal igen hentes fra oversigten.

Allerede nu, er der dannet en tabel (pivottabel) over hvor
mange kvinder hhv. maend, der traener i de forskellige byer.

Skriv evt. disse veerdier ned, for de skal overfares til GeoGe-
bra for at lave resten.

Det er ogsa muligt at lave i Excel, hvis man kan huske de korrekte funktioner.
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GeoGebra:

Indledningsvist gennemgas det hurtigt, hvordan man bruger GeoGebra til at lave en chi2-ana-
lyse. De enkelte elementer beskrives efterfalgende.

Der er tre steder i GeoGebra, som skal bruges til at lave en komplet chi2-analyse. Det ene be-
skriver statistikken (testen), det andet beskriver chi2-fordelingen og det sidste bruges til udreg-
ningen af den kritiske veerdi.

Statistik:
Bruges for at finde antallet af frinedsgrader (df), Teststarrelsen ( *) og testsandsynligheden (p).

Nar man har lavet (eller har faet givet) tabellen med observationerne, kan GeoGebra forholds-
vist nemt lave en statistik over data.

© °| 1GeoGebra valges forst fra menuen:
<Vis> - <Sandsynlighedslommeregner>

Typisk, vil GeoGebra vise Sandsynlighedslom-
meregneren i et lille smalt vindue i hgjre side.
Treek i dette vindues venstre kant for at fa det
vist i en ordentlig starrelse.

(Spoiler: Der kan skrives et helt notat om at vinduet har den sterrelse til at begynde med ...
Forestiller man (dem, som har lavet GeoGebra) sig virkelig, at man valger den funktion, fordi man IKKE skal arbejde med den?)

» _Sapdsyalighedslommeregner

Fordeling Statistik

Det ses, at der er to faneblade. For at

il ;O::me’e lave chi2-testen vaelges fanebladet
i £ & L . . . .
e | ”Statistik” (hvis det ikke allerede er
T test af middel Va|gt).
Z Test, Forskel Middel
T test, fo:rske\ i middel 0> 0=+ . .
e e Derefter veelges fordelingstype. Hvis
2 ntoval for miadel man lige har abnet GeoGebra, star den
e il som standard pa »Z test af middel”.
! et forskel e Klik pa den lille pil (vist i den lille
7 Estimat Forskel andel gule cirkel) og vaelg ”Chi? Test” fra
Gondnans nfFit Tact
T menuen

Nu er GeoGebra nasten klar til at modtage data fra tabellen.
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» Sandsynlighedslommeregner
Fordeling Statistik

Chi* Test ~

@verst i feltet, veelger man hvor mange raekker
og kolonner der er i tabellen. Her er det vigtigt,

Raekker|3 - |Sagjler3

[ Reekke % () Sejle % () Foventetantal [C] X bidrag

Resultat

Chi= Test

df || 4
=7
p >z

at man veelger rigtigt, for hvis man kommer i
tanker om undervejs, at man har skrevet for-
kert, sa slettes alle data (ogsa selv om man
ikke er politiker), og man kan begynde forfra.

| eksemplet er der 2 reekker og 3 kolonner.
Husk, at reekketotaler og kolonnetotaler IKKE
skal medregnes. Der er kun de rene observatio-
ner i tabellen, som skal indtastes.

Herefter udfyldes tabellen. Det er ogsa en god
ide at udfylde raekke- og kolonneoverskrifter.

» Sandsynlighedslommeregner

Fordeling Statistik

Chi* Test -

Rakker 2~ |Sajler|3 -~
(I Reekke % [ Sajle % (] Forventet antal (] X* bidrag

1enhavn || Kege Solrad

Kvinder || 271 161 130

Mznd || 442 235 180
713 396 310

Ultat

Chi= Test

’ df 2

X2 || 1.6468
\ P || 0.4389

Den forventede veerdi er: df =2

Teststarrelsen er: y° =1,6468 og
Testsandsynligheden er: p =0,4389

Sa vidt vides, er der ikke nogen smart made at indtaste data i tabellen. Det er ikke
muligt at kopiere cellerne i Excel og derefter indsette dem i GeoGebra.

Data indtastes, og (pa godt og ondt) opdateres resulta-
terne lgbende i det lille skema nedenunder.

Kolonnetotalerne udregnes ogsa, men det er vigtigt at
bemeerke at raekketotalerne IKKE udregnes. Sa man
ma stole pa kolonnetotalerne.

Nar alle data er indtastet, kan de vigtigste veerdier af-
leeses i boksen: ”Resultat”.

Resultat
Chi= Test
df 2
¥z | 1.64a58
P 0.4389

Disse tre vaerdier er sadan set produktet af denne del af arbejdet med GeoGebra.

Betydningen af disse vardier og de konklusioner, som de medvirker til beskrives nermere se-
nere, men det skal allerede her navnes, at der er mere information at hente. | ovenstaende figur,
ses det (i en gran ellipse), at der er to afkrydsningsfelter, som kan aktiveres.
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Afkrydser man feltet: Forventet antal”, udfoldes der en ekstra raekke under hver observation,
hvor de forventede veerdier kommer til at sta.

»_sandsyniighedsiommeregner < | Allerede her, kan man begynde at gette lidt pa, at
Fordsling  Statistik | der ikke er nogen sammenhang mellem de ad-
Chi Test v spurgtes kan og foretrukne traeningscenter.

Rekker|z ~ |sailer]3 - Den starste forskel mellem observation og forven-

ORekke % (JSsjle% @ i () bidrag tet veerdi, findes hos de mand, som treener i Kg-
senhavn |[kage |Solrad benhavn. Den er pa ca. 11,4. Det er ikke vold-
winaer| 271|181 [0 somt, set i forhold til det observerede antal, som
2B82.3862|156.8372|(122.7766 er 442
4] .

442 235 180
430.6138(239.1628|187.2234
713 396 310

Mand

Resten af forskellene er mindre, og det ses ogsa i testsandsynligheden, som er oppe pa ca. 44 %.

Ligeledes kan man atkrydse feltet: X bidrag”. GeoGebra benytter ikke det graeske bogstav chi,
men skriver bare et stort ”X”.
P& samme made som ved de forventede veerdier, udfoldes der en ekstra raekke under observatio-

nerne, hvor y*-bidragene er blevet udregnet.

: S“"_"“":":‘f;mmmw “ | Hvis alle disse bidrag adderes, kommer man frem
e | til summen: 1,6468, hvilket man ogsé fik at vide i
i Test - statistikoversigten.
aliey 2 - ety - Naturligvis kan begge felterne afkrydses pa
(Rekket (Jsole% () Fonentetantal @3 idrag | samme tid. Var her opmaerksom pd, hvilke veer-
oo |5 dier, som betyder hvad, sa der ikke byttes rundt pa
Kvinder n 181 130 dem.
0.4591 | 0.1105 || 0.425
442 235 180 4
Maend
0.3011 || 0.0725 || 0.2787
713 306 310
»_Sandsynlighedsiommeregner < { Her ses eksemplet, hvor begge felter er krydset af.
Fordeling Statistik i
chi Test v De to sidste afkrydsningsfelter, benyttes ikke til

disse gvelser.

Rakker|2 -~ |Sajler|3 -~

ORmkke % (JSajle% @ i @ bidrag | I boksen “Resultat”, ses — som allerede navnt —
sennan Kege | Solrad felgende veerdier:
271 161 130
Kvinder || 282.3862( 156.8372| 1227766 H . —_
oac0t | 01105 | o425 | | Antal frihedsgrader: df = 2
442 235 180 <
Meend |430.6138|239.1628|(187 2234 . 2 _
0.3011 0.0725 | 0.2787 TEStStﬂrrEIsen z - 2

713 396 310

Testsandsynligheden: p=0,4389 (~43,89%)

Resultat

Chi= Test |
| GeoGebra bruger notationen ”P” (Stort P) for test-
:f 1_;68 sandsynligheden. | undervisningen bruges her nor-

= o900 | malt et lille ”p”,
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Fordeling:
Bruges for at finde testsandsynligheden, p.

En anden ting, som kan vaere veerdifuld i
sy ‘“"f"’_s"’m”‘e'e forbindelse med fortolkningen af chi2-testen
' a er grafen for fordelingsfunktionen.
Fordelingsfunktionen er ”maskinrummet” i
chi2-testen. De resultater der blev fundet i
forbindelse med statistikken er sadan set
nok til at lave vurderingen, men forstaelsen
af det, der bar indga i vurderingen findes i
fordelingsfunktionen. Her er det godt, at
have GeoGebra som veerktgj. For selve det
1 v matematiske udtryk for fordelingsfunktio-
nen for en chi2-fordeling er ret kompliceret.

.....

Sk <| Til at begynde med, ser skeermen

nogenlunde saledes ud, som set i
figuren til venstre. Funktionens
form kan variere, afhangigt af,
hvad man tidligere har arbejdet
med i GeoGebra.

Fordelingsfunktionens form af-
— heenger udelukkende af antallet af
frihedsgrader, df .

/" Chii anden v
d |6

101 &

P( /96 =Xz 144 )= 01171

df=1 df=3 df =25

Som det ses af ovenstaende tre figurer, vil grafen for fordelingsfunktionen for chi2 mere og mere
tage form af en normalfordeling, desto hgjere antallet af frihedsgrader df er.

Det erindres, at i statistik-fanebladet,blev teststarrelsen, > udregnet til 1,6468.
Dette indseettes i GeoGebra. Resultatet giver sandsynligheden, p.
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¥ Sandsynlighedslommeregner X
Fordeling  Statistik

0s 1 48 & a5 =] 8.5 7 Ta

p=2 o=2

_/"|Chiianden ~
df |2

451\

P(|1.6468 =X) = 04389

Som det ses af ovenstaende figur, er sandsynligheden 43,89 %. (Skrevet som ~0.4389” i det ne-
derste felt. Dette er sandsynligheden for, at hvis der igen foretages det samme eksperiment (dvs.
at sparge 1419 personer (fra det samme lokalomrade), hvor de helst vil trene), sa er sandsynlig-
heden omkring 44 % for at svarene vil fordeles pa samme made. Bemark, at det er det samme
tal, som et af de tre, som blev beregnet i statistik-delen.

GeoGebra (CAS):

Bruges for at finde den “’kritiske veerdi”

Den sidste del der skal bruges fra GeoGebra er udregningen af den kritiske veerdi. Den udregnes
ikke i Sandsynlighedslommeregneren, ligesom de sidste par afsnit, men derimod i CAS-vinduet.

| GeoGebra velges: Vis->CAS for at abne CAS-vinduet, som er markeret i en rgd ramme i ne-
denstaende figur.

7 GeoGebra Classic 5 - [m] X
Fil Rediger Vis Varkioj Vindue Hjzlp

— 15 7 . — > c
= v 50l = x= 1 e @ L
» Algebravindue < | » Tegneblok X | » CAS EE C X

A , Fordeling  Statistik

5

4

3

1 2 7

T p=2 g=2

/| Chiianden -
df |2

1 BB

P{ 18488 =X) = 04389

Input
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I linje 1 (eller hvor man nu er néet til), skrives kommandoen:

b CAS o

1 InversChikvadreret( <Frinedsgrader=, <sandsynlighed= ) ‘

Naturligvis skal man ikke skrive: ”<Frihedsgrader>" eller
”<Sandsynlighed>".

| stedet indtastes (uden skarpe parenteser) det aktuelle antal frihedsgrader og den
sandsynlighed, man accepterer som signifikansniveau — eller med andre ord: “Den
garanti man vil have for at sandsynligheden taler sandt — malt i procent.” Se neden-
staende figur.

| dette tilfeelde @nskes et signifikansniveau pa 95 %, sa de to parametre bliver hhv.
2 09 0,95. (Husk at indtaste decimaltal med punktum i stedet for komma i GeoGe-
bra — men dog stadig som komma i en besvarelse).

Svaret kommer i GeoGebra gjeblikkeligt:

b CAS g X
1 InversChikvadreret(2, 0.95) o

-+ 5.00

Den kritiske veerdi for teststarrelsen, y*, — altsa der, hvor resultatet skifter mellem at acceptere
nulhypotesen eller at forkaste den er, nér teststarrelsen, °, er 5,99.

Disse tre procedurer bgr laves, hvis der skal laves en komplet j° -test.

Reaekke- og kolonnetotaler og total:

Huvis ikke GeoGebra eller Excel selv har udregnet alle totalerne — dvs. raekketotaler, kolonneto-
taler og hovedtotalen (herefter bare: totalen), sa skal det gares nu. Disse totaler er vigtige for at
kunne udregne de forventede veerdier.

Forventede verdier:

For hver celle i pivottabellen er udregnet (sammentalt) de antal observationer, som er kombina-
tionen af svarmuligheden i hhv. reekken og kolonnen. Disse veerdier er baseret pa det virkelige
eksperiment. Men kan man nu regne med, at dette er de veerdier, som fas igen, hvis eksperimen-
tet gentages? Det kan man naturligvis ikke regne med. Sa derfor udregnes de forventede veardier
( fv). De forventede veerdier viser faktisk lige netop de verdier, man kunne forvente hvis der

var fuldsteendig uafhangighed. | dette tilfeelde altsa at hverken maend eller kvinder ville have et
favorittreeningscenter, men i stedet ville veelge helt tilfaeldigt.

De forventede vardier skal udregnes for hver enkelt celle i tabellen, men det vil nasten altid
klares med CAS — altsa GeoGebra eller Excel.

Dog skal man altid lige udregne en enkelt veerdi for at demonstrere det matematiske overblik.
Saledes vil alle udregninger baseres pa denne grundformel:
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- reekketotal, - kolonnetotal,
A total

For eksemplets skyld, udregnes den forventede vaerdi for meend, som helst vil treene i Kgben-
havn:

_ reekketotal, - kolonnetotal,  857-713

fv,, = =430,61
total 1419

Sa delkonklusionen er, at hvis der var tale om komplet uafhangighed, sa ville der veere ca. 431
mand, som ville foretrekke at treene i Kgbenhavn.

Som allerede nevnt, er det ikke meningen at man skal sidde og udregne alle de forventede veer-
dier i handen. Udregn en enkelt og lad CAS klare resten. Det er til gengzld vigtigt at vise, at
man KAN udregne den — sarligt i en eksamenssituation.

Hvis nogen af de forventede veerdier er under 5, kan der veere belaeg for at standse udregningen.
Hvis en forventet veerdi er under 5, kan det skyldes, at der ikke er en tilstraekkelig stor maengde
data.

Det kan ogsa i enkelte tilfeelde betyde, at svarkombinationen i en celle ikke er sarlig ”populzer”.
Hvis denne svarkombination f.eks. indeholder ’ved ikke” eller en anden mulighed for at undga
at svare, ma det vurderes, om en fortsat beregning er forsvarlig.

Frihedsgrader, df :

Frihedsgrader er et udtryk for, hvor stor tabellen er. Eller med andre ord, hvor mange parametre,
der kan “’skrues pa”, og det stadig giver det samme resultat.

Bemaerk, at chiz-fordelingen udelukkende er afhangig af antallet af frihedsgrader (df ), i mod-
seetning til f.eks. normalfordelingen, som er afhangig af bade middelveerdien, ., og sprednin-

gen, o.

Frihedsgrader udregnes som: df =(r —1)-(k —1), hvor r er antallet af reekker og k er antallet af
kolonner.

Hvorfor er frihedsgraderne konstrueret saledes? Egentlig bestar tabellen i dette eksempel af to
reekker og tre kolonner. Men da totalerne er givet pa forhand (og at disse er faste og ufravige-
lige), sa betyder det jo egentlig, at nar man har udfyldt af cellerne i en kolonne, sa er der jo reelt
kun en celle, som man frit kan indsatte data i — sa vil den anden celle i kolonnen jo veere givet,
da de to celler tilsammen skal give kolonnetotalen.

Pa samme made skal reekkerne ogsa give en bestemt sum (raekketotalen). Det betyder, at nar en
celle i en raekke er udfyldt, sa er der frit slag i den naste celle ogsa. Men veerdien i den sidste
celle er givet, da de tre celler tilsammen skal give raekketotalen.

Bidrag til z° (teststgrrelsen):

Det man skal vide om (bidrag til) teststarrelser er, at de er altid positive (eller 0), og jo starre et
bidrag er, des lengere ligger de forventede og observerede veerdier fra hinanden. Det vil sige at
hvis bidragene er sma, sa ligner undersggelsen de forventede verdier, men hvis de er store, sa

ger den ikke. Med andre ord, sa er ;(2 =0, hvis de observerede verdier og de forventede var-
dier er identiske, og hvis »* er et (relativt) stort tal, sa ligger de observerede verdier og de for-
ventede verdier langt fra hinanden.
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tes det, at man viser et enkelt eksempel, og overlader resten til CAS.

der helst vil treene i Kgbenhavn:

(Obs,, — fv,,)*  (442-430,61)°

= =0,3011
v, 430,61

Bidrag _ %, =

Samlet teststarrelse: y*:
Den samlede teststarrelse findes ved at addere bidragene fra alle cellerne.

2

ZZ :ZBidrag _erk — Z(Obsrk - fvrk)

vy
)
752 _ (Obsll B fvll)z + (Obslz B fV12 )2 + (Obszs B fV23 )2
fvy, fv;, Vs
g
;(2 =1,6468

Den samlede teststarrelse er et mal for forskellen mellem de forventede veerdier og
de observerede vardier, og bruges til at konkludere hvorvidt der er tale om uaf-
heengighed eller ej. Dvs. om forskellen mellem de forventede vardier og de obser-
verede veerdier skyldes den almindelige tilfeeldige fluktuation (udsving) eller om
der er tale om en signifikant forskel. Denne konklusion omtales senere i dette notat.

Testsandsynlighed:

» sandsynlighedslommeregner
Fordeling Statistik

Chi* Test v

Reekker 2 |Sgjler 3 v

(JReekke % [ Sajle % Forventet antal ([ )@ bidrag

i GeoGebra.

Jennawn | Kege ||soirea

271 161
inde ||282.3862 156.8372
0.4591 | 0.1105

442 235
430.6138|239.1628
03011 | 00725

713 396

130
122.7766
0.425

180
187.2234|

02787
310

Den nemmeste made er at aflaese resultatet i
chi2-testen i Resultat-boksen.

Bidragene til teststarrelsen er som regel kommatal, sd man bliver ngdt til at runde af. Nar man
ger det, skal man altid have mindst to decimaler med, ellers bliver resultatet for upracist.

Som med de forventede veerdier regnes bidraget til teststagrrelsen ud for hver celle. Igen forven-

Igen for eksemplets skyld udregnes bidraget til teststarrelsen for den celle, som beskriver mand,

Testsandsynligheden, p, er netop den veerdi, som ligger til
grund for selve konklusionen. Testsandsynligheden findes
nemmest ved at aflese veerdien i GeoGebra. Selve beregnin-
gen er kompliceret, men kan udledes pa to forskellige mader
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= .  —ewroromncenez |1 €Stsandsynligheden kan ogsa udregnes vha. Excel. Brug
. .. . .| funktionen "CHIFORDELING”.
e s Lo Her kraeves to verdier: Teststarrelsen, y*, og antallet af fri-
3 Testsandsynlighed,p:@! hedsgrader' df.

Uanset beregningsmetoden vil det sige, at hvis nulhypotesen er sand, sa er der knap 44 %
chance for at de data, som er brugt findes. Da de 44 % er hgjere end signifikansniveauet pa 5 %,
accepteres nulhypotesen.

Fortolkning:

Alt, hvad der er sket indtil nu har veeret udregninger af diverse vardier og bestemmelse af for-
delingens grafiske udseende.

Nu skal der tolkes pa dette, og det kan gares pa flere mader.

Far selve fortolkningen beskrives, opsummeres der for, hvilke vardier, der nu kendes:

Inden de konkrete veerdier analyseres, kontrolleres der for, om nogle af de forventede verdier er
5 eller derunder.

Det viser sig, at den mindste af de udregnede forventede veerdier er lig med: 122,78 sa der er
ingen fare for, at data bliver for ”grovkornede”.

Greansevardier: De fundne veerdier: Konklusion:
Eller med andre ord de veerdier, som skiller | De veerdier, som er fremkommet ved at be-
de to situationer: Nulhypotesen accepteres regne pa de data, som er givet i spgrgeun-
eller nulhypotesen forkastes. dersggelsen.

Da testsandsynligheden er starre
Signifikansniveau: 5% Beregnet testsandsynlighed: 43,89 % | end signifikansniveauet, accepte-
res nulhypotesen.
Teststarrelsen er mindre end den
Kritisk veerdi: 5,99 Teststarrelse, y*: 1,6468 kritiske veerdi, og derfor accepte-
res nulhypotesen.

Teststorrelse, x* =1,6468

Kritisk veerdi = 5.99

Da nulhypotesen accepteres, betyder det altsa, at der er statistisk sandsynlighed for, at
der ikke er nogen sammenhang mellem de adspurgtes ken og deres foretrukne traenings-
center.
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Algoritme:

Det hele kan sammenfattes til en algoritme — eller sagt pa en anden made: en opskrift i en koge-
bog, som blot skal falges til punkt og prikke. Jo mere man kan standardisere og genbruge tekst
fra denne “opskrift” eller skabelon, desto nemmere er det at sammenfatte en opgave, som om-
handler en chi?-test.

Gaor falgende:

1)  De observerede data skal indsamles.
Ofte kommer data i en Excel-fil med mange reekker, hvor hver reekke repreesenterer en
persons svar pa de to spgrgsmal.
Disse data samles og opteelles nemmest i Excel, ved brug af en pivottabel.
Er data givet som en sadan tabel, kan dette punkt springes over.

2)  Opstil en nul-hypotese, H, og efterfglgende en alternativ hypotese H, .
Her er det vigtigt at:
H, : (nul-hypotesen) er en pastand, som siger, at der er uafhangighed (dvs. at der IKKE
er en sammenhang) mellem de to spargsmal (variable).
H, : (den alternative hypotese), er den komplementzre (modsatte eller inverse) pastand,

som siger, at der IKKE er uafhangighed (dvs. at der ER en sammenhang) mellem de to
spargsmal.

3)  De forventede veerdier, fv, , udregnes under antagelse af, at der er uafheengighed.
De udregnes automatisk i GeoGebra, men vedlaeg mindst en manuel udregning.

4)  Chi2-teststgrrensen udregnes. Den skal bruges i konklusionen.
Teststarrelsen udregnes automatisk i GeoGebra, men vedlzeg mindst en manuel udregning
af et af bidragene til teststarrelsen.

5)  Antallet af frihedsgrader, df bestemmes. De skal ligeledes bruges i konklusionen.
df udregnes automatisk i GeoGebra, men da det er sa simpel en udregning, bar den ogsa
udregnes manuelt.

6)  Testsandsynligheden, p, udregnes. Den skal ogsa bruges i konklusionen.
Hvis testsandsynligheden er meget tat pa 0, kan det veere en fordel at udregne den prae-
cise veerdi i Excel, da GeoGebra vil afrunde til 0 efter fa decimaler.

7) Konklusionen skrives. Husk dette! Det er selve malet med opgaven. Beregnede vardier er
ALDRIG nok!

That’s all folks!
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Et hurtigt eksempel:

Givet en antalstabel som viser svarene pa, om de adspurgte er hhv. ”Kvinde” eller "Mand” og
om de inden et forestaende folketingsvalg i 2020 ville stemme pa “Red blok” eller”Bla blok™.

Der skal laves en chi2-test for at vurdere om der er en matematisk sammenhang mellem de ad-
spurgtes kan og deres politiske stasted.

”Danskerne i 2020” Rad blok Bla blok Total

Kvinde 1735 1193 2928

Mand 1183 1186 2369

Total 2918 2379 5297
Hypoteser:

H, — Der er INGEN sammenhzang mellem de adspurgtes ken og politiske tilhgrsforhold.
H,— Der ER en sammenhang mellem de adspurgtes ken og politiske tilhgrsforhold.

Signifikansniveau:
Der testes pa et 95 % signifikansniveau.

Forventede veerdier:
Bidrag til teststgrrelsen:

Teststarrelsen, z°:
Antal frihedsgrader, df:

Disse fire ovenstaende trin udregnes her vha. GeoGebra. Dog vises et eksempel pa udregning af
en forventet veerdi, bidrag til teststarrelsen (Kvinder, der stemmer pa Rad blok) og antallet af
frihedsgrader.

Det noteres ogsa, at ingen af de udregnede forventede veerdier er lig med 5 eller derunder, hvil-
ket betyder, at testen kan fortseettes uden videre.

»_Sandsyniighedsiommeregner
Fordeling Staistik

- reekketotal, - kolonnetotal,  2928-2918
“ total 5297

Chi* Test

o fv, =1612,97

Rekker 2 - Sajler2 ~

O Rekke % (] Sejle % @ Forventetantal 18 X* bidrag

2

Red | Bla

) ,  (Obs, —fv,)
Kvinder wgzzﬁwm 1;:1295 Bldra‘g —_ Z 21~ =
92322 | 113239 fV21

1183 1186
Meend | 1305.0296  1063.970¢

11.4106 | 13.9859 II
2918 2379

(1735-1612,97)°
1612,97

Bidrag _ z°,, =9,2322

Chiz Test

df 1

e df =(r-1)-(k-1)=(2-1)-(2-1)=1-1<df =1

%5

Den kritiske vaerdi udregnes i GeoGebra:

» CAS X

1 InversChiKvadreret(1, 0.95 )

- 3.84

2 | a
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Derfor udregnes dette i Excel:

2 |Antal frihedsgrader :

B3 =4 fx =CHIFORDELING(BL;B2)
A B C
1 |Teststarrelse, chi*: 45,9626

1

3 |Testsandsynlighed, [*H I 0,00000000001205322D|

Der er altsa tale om et meget lille tal, sa det accepteres.

Det bemaerkes, at den i GeoGebra udregnede testsandsynlighed er lig med 0.
Dette betyder, at sandsynligheden er meget lille, men mon ikke et bedre tal er til radighed?

Nu kendes alle de veerdier, der skal til for at lave en ordentlig konklusion:

Granseverdier:

Eller med andre ord de veerdier, som skil-
ler de to situationer: Nulhypotesen accep-
teres eller nulhypotesen forkastes.

De fundne veerdier:

De veerdier, som er fremkommet ved at be-
regne pa de data, som er givet i spargeun-
dersggelsen.

Konklusion:

Signifikansniveau: 5%

Beregnet testsandsynlighed: ~0,00 %

Da testsandsynligheden er min-
dre end signifikansniveauet, for-
kastes nulhypotesen og den alter-
native hypotese antages.

Kritisk veerdi: 3,84

Teststarrelse, z°: 45,9626

Teststarrelsen er storre end den
kritiske veerdi, og derfor forka-
stes nulhypotesen og den alterna-
tive hypotese antages.

Kritisk veerdi = 3.84 | Teststorrelse, z° = 45,9626

»
»

Meget langt til hejre ...

bestar.

Da nulhypotesen forkastes, betyder det altsa, at der er statistisk sandsynlighed for, at der
er en sammenhang mellem de adspurgtes kan og deres foretrukne traningscenter. De to
variable er altsa afhangige. Dog kan der ikke siges noget om, hvori denne afhangighed




