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Notation for differentialkvotient:

Notat om kadereglen (Differentiation af en sammensat funktion)

Farst og fremmest er det vigtigt at se pa, hvordan resultatet af denne operation — dvs. differenti-
alkvotienten — forstas og skrives:

Indtil videre er skrivemaden: f (X) (’f meerke”) benyttet, hvor merket indikerer, at der er tale
om den afledte funktion — nemlig differentialkvotienten.

Dog er der mange forskellige méder, hvorpa man kan notere dette ... Nogle af disse er designet
ud fra den betragtning at f (x) =Y.

Saledes er givet: f (x) =y'= ﬂ = di . Der findes flere endnu, men disse fire notationer er dem,
X

dx
som bliver beskrevet i neervaerende notat.

f (x) betyder, at det er differentialkvotienten af funktionen f, givet ved variablen x (og i gvrigt
differentieret mht. x). Det giver vel sig selv, at hvis man arbejder med f.eks. en omkostnings-
funktion, C(x), s& ville differentialkvotienten hedde C'(x).

Arbejder man med en funktion, som beskriver hastigheden v som funktion af tiden t, sa vil dif-
ferentialkvotienten skrives som: v'(t) etc.

y' eller y'(x) er fuldsteendig samme situation som beskrevet ovenfor, men i stedet for f (x)
skrives y — (eller y'(x).

di bruges, nar man skal differentiere noget, som ikke er et funktionsudtryk, men blot et simpelt
X

udtryk.
F.eks. hvis man har en funktion, f(x)=3x-5,sder f'(x)=3.Menhvad nu hvis spargsmalet

er: “Differentier 3X—5 . S4 er det jo ikke et egentligt funktionsudtryk. S& kan man i stedet
skrive:
d

d—(3x —5)=3. Sd er der ikke brug for, at det er givet som et funktionsudtryk.
X

% er en anden made at skrive differentialkvotienten pa. Det er en god notation, for den kan
X

oversattes med: "Funktionen y differentieret mht. x”.
dy

Her er oplysningerne givet i notationen: ™ = Funktionen y differentieret mht. x. Igen skal det
X

huskes, at funktionen f (X) er det samme somy.

Ser man pa eksemplet fra tidligere med hastighedsfunktionen vil den, med denne notation veere:

% , da det er hastighedsfunktionen v differentieret mht. tiden — dvs. variablen t.
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Sa meget for navngivningen. Det bar dog vaere indlysende, at det er meget vigtigt at have styr
pa, hvilken funktion der skal differentieres mht. hvilken variabel. Der kan jo ogsa sagtens vere
en situation, hvor der er mere end én variabel i funktionen, og sa skulle der helst ikke vere tvivl
om hvad der differentieres mht. Dette feenomen — altsa hvor man kun differentierer mht. en af
flere variable — kaldes partiel differentiation, og beskrives i et senere notat.

Ydermere er det vigtigt at forstd skrivemaden j—y da det bliver en essentiel del af beviset for

X
differentiation af den sammensatte funktion.

Sammensat funktion:
Nu, hvor notationen er pa plads, fortsattes med beskrivelsen af, hvad en sammensat funktion er.
En sammensat funktion er en funktion, hvor argumentet er en anden funktion.

F.eks. er det nemt nok at tage kvadratroden af x, men hvis man skal tage kvadratroden af 2x, er
det ngdvendigt farst at udregne de 2 gange x, inden man kan udregne kvadratroden af det.

S f (X) = \/; er en "almindelig” funktion, hvorimod f (X) = \/5 er en sammensat funktion.

Man taler om den “indre funktion” og den “’ydre funktion”. Den indre funktion er det, som skal
bestemmes forst. [ ovenstaende eksempel er det derfor ”2x”, som er den indre funktion. Den
ydre funktion er at man skal beregne kvadratroden af “noget”. Dette er en tankegang, som det
godt kan betale sig at blive fortrolig med, da man ofte skal beregne “noget” for man kan gere
noget andet.

For at blive i det ovenstdende eksempel, er ”2X” den indre funktion, mens ” /noget ” er den
ydre funktion. ”noget” er naturligvis i dette tilfeelde lig med de 2X.

For at fa styr pa, hvad der er indre og ydre funktioner, indfgres et begreb, som kaldes substitu-
tion (som betyder udskiftning).

Det kan gge overskueligheden at omdgbe den indre funktion til u eller maske endda til u(x).

Pa den made er det nemt at differentiere den ydre funktion, for sa er der ikke noget, som for-
styrrer” udtrykket.

Tages der udgangspunkt i det ovenstaende eksempel, f (x) =+/2x, sa er den indre funktion lig
med 2x.

De 2x substitueres derfor med funktionsudtrykket: u(x). Falgelig er da u(x)=2x. Det bemaer-

kes, at man jo siger: “Funktionen u, som en funktion af (variablen) x”. Og derfor er variablen X
indeholdt i den indre funktion.

Det er derfor givetat: f(x)=+2x=u

Det er allerede etableret, at en sammensat funktion bestar af en indre funktion og en ydre funk-
tion. Det er ideen, at x indsettes i den indre funktion, og at resultatet af dette derefter indseettes i
den ydre funktion.

Resultatet af alt dette er, at man far den sammensatte funktionsverdi af x.
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I de fleste bgger, notater og opslagsveerker, ses ofte fglgende navngivninger:

Det initielle funktionsudtryk:  h(x)=f(g(x))
Den indre funktion: u=g(x)

Den ydre funktion: h(x)=y=f(u)

Den sammensatte funktion, h(x), er da defineret saledes, som vist pa nedenstaende
figur:

S (u)

Opgave 100:

f(g(x)), hvor

Der skal dannes en sammensat funktion, h(x =
u=g(x)=2x-1 og y="f(u)=+u

a) Udregn h(1), h(5) og h(13) ved at begynde med at udregne g(1), g(5) og
g(13) og derefter at indstte disse tal i funktionen f (u) i stedet for u.

b) Opstil et udtryk for h(x).

c) Opskriv definitionsmangden, Dm(h) for h(x) .
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Opgave

a)
b)
c)

d)

101:

Betragt den sammensatte funktion: h(x)=(3x +1)2

Opskriv en forskrift for den indre funktion g(x)
Opskriv en forskrift for den ydre funktion f (u)

Udregn parentesen i anden i den sammensatte funktion ovenfor, og bestem herefter

den afledede funktion h'(x)
Beregn s& h(0), h(1) og h(5)
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Teorien om kadereglen:

For et kort gjeblik rettes blikket igen mod teorien om sekantmetoden. Det erindres, at man pa et
tidspunkt beregner heaeldningen af en vilkarlig sekant, differenskvotienten. Denne skrives som:

% og kan forklares som den lodrette funktionstilvaekst divideret med den vandrette funkti-

onstilveekst mellem de to punkter P og Q pa grafen.
Nogle vil holde stejlt pa, at % er et fast udtryk, som ikke kan andres (skilles ad), men da det
X

gares i flere matematikbgger og artikler, ses der i dette notat ikke pa % som et fast udtryk,
X

men derimod mere som en helt normal brek med Ay i teelleren og AX i navneren.
Idet det antages at % er en almindelig brgk, kan den multipliceres med en konstant.
X
Y
AX
Lad denne konstant veere lig med 1

_AY

AX

Ethvert tal divideret med sig selv er lig med 1

Derfor er & =1

Au
_4y Au
AX Au
Da multiplikation er kommutativt (a-b =Db- a) og da produktet af to brgker er lig med
teellernes produkt divideret med produktet af naevnerne (% . % = %) fas:
_4y Au
Au  AX
Konklusionen er, at 2y = 4y Au
AX AU AX
Fra Sekantmetoden erindres det, at differentialkvotienten, f '(X), var resultatet af at lade %
X
ga imod 0.
fi(x)=Y o im Y
dx x>0 AX

Det viser sig, at nar AX—0, sa vil hhv. Ay -0 og Au—0.
At Ay — 0 er maske indlysende. Se pa grafen i sekantmodellen. Nar AX— 0 dvs. nar den vand-

rette afstand mellem de to punkter bliver mindre og mindre, sa ender det jo ogsa med, at den
lodrette afstand bliver mindre og mindre, nar punktet Q narmer sig punktet P. Man siger ogsa at
Ay konvergerer (nermer sig) — dvs. at den rent faktisk har en greenseveerdi, som ikke er oo,

At Au— 0 er en helt analog falgeslutning, da Ay — 0.
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dy dy du
Saledes kan udtrykket A _AY AU vides til: =Y. S
AX Au Ax dx du dx

Sammenholdes dette resultat med skrivemaden for en differentialkvotient, kan man udlede fgl-
gende:

”Differentialkvotienten for den sammensatte funktion, f(x) er lig med funktionen y (= f(x) ) dif-
ferentieret mht. variablen u — multipliceret med funktionen u(x) differentieret mht. variablen x”.

Det erindres, at u(x) var den funktion, som erstattede den indre funktion.

S& ... hvis funktionen som skal differentieres er f (x) =+/2X, gares det som falger:

f(x)=+/2x

Det indses, at der er tale om en sammensat funktion, s& den indre funktion substitueres med u (x)

S&f (u) differentieres mht. u.

fu)=vi = f'(u):%

Nu kendes alle starrelser der skal til, for at udregne den endelige differentialkvotient:

U
1 1
fl(X)=—= 2=
(x) NN
Y Der substitueres tilbage (Navnet "u" var kun pa lant tid).
1
f'(x)=—=
=75

| praksis gares det noget hurtigere, og med lidt gvelse behgver man ikke teenke sa meget over
tingene undervejs.

Lav evt. en “remse”, som er personlig og let at huske — f.eks. ”Den ydre differentieret med den
indre intakt, ganget med differentialkvotienten af den indre.” Eller noget endnu bedre.
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Eksempler:

Eksempel 01
Givet funktionen: h(x)=(2x —1)3

u(x)=2x-1 = u'(x)=2
Det betyder aty = f (u)=u®, f'(u)=3u* g(x)=u(x)=2x-1 og g'(x)=u'(x)=2

Eksempel 02

1

Bestem differentialkvotienten af funktionen: h(x)= .
X3 +2

1
- 2

) . . 1 3
Farst omskrives udtrykket til noget, som kan arbejdes med: h(X) = = (X + 2)

x*+2
1 — z
Til dette er benyttet klassikerne™: a =a"| og |Va"=a"| | Specielt: \/a =a?
u(x)=x>+2 = u'(x)=3x’
1 3

Det betyder aty = f (u)=u 2, f'(u)z—%uz, g(x)=u(x)=x*+2 og g'(x)=u'(x)

3x?
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Opgave 102:

a) Beregn den afledede funktion h'(x) for den funktion, der optraeder i opgave 100.
b) Beregn h'(1), h'(5) og h'(13).

Opgave 103:

a) Beregn — nu vha. kedereglen — den afledede funktion h‘(x) for den funktion, der
optraeder i opgave 101.

b) Beregn h'(0), h'(1) og h'(5).

c) Sammenlign disse resultater med resultaterne fra opgave 101.

Opgave 104:

a) Beregn den afledede funktion af h(x)=(10x-3)".

b) Beregn den afledede funktion af h(x) og herefter h'(1).

3x—2

Opgaver:

@Dvelse 01:

Differentier fglgende sammensatte funktioner:

a) f (x)=(7+3x2)5

b) f(x)=(2+4x2—9x3)4
5 1

c) f (X)_ (5X—3)3

d) f(x)= 35—x

... og lidt svaerere (Dobbelt sammensatte funktioner)

) £(x)=(2-x+1)

f) f(x)=3- (1—x2)5
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Bevis for keedereglen vha. sekantmetoden:

Det initielle funktionsudtryk:  h(x)= f (g(x))

Den indre funktion: u=g(x)
Den ydre funktion: h(x)=y=f(u)
Trinl - Funktionstilveeksten i funktionen g (x) (Den indre funktion):

Au=Ag =g(x+Ax)-g(x)
... men den ydre funktion har en tilsvarende funktionstilvekst:
Ay=Af = f(u+Au)-f(u), hvor Au netop er beregnet

Det forudseettes, at funktionen g(x) er differentiabel i x, sa: i—g—> g'(x) ndr Ax—0,
X

Og at i—f—>f‘(u) ndr Au — 0
u

Trin 2 — Differenskvotienten beregnes:
Ay Ay Au  Af Ag
AX AU AX AU AX
Dette er differenskvotienten for den sammensatte funktion, h(x) , hvorfor den ogsa kan beteg-

Ah
nes med — .
AX

Dette betyder derfor ogsa, at differenskvotienten kan omskrives til:
Ah Af Ag

AX AU AX'
Hvilket jo — pa baggrund af det indledende kapitel i dette afsnit betyder:

Differentialkvotienten af funktionen h er lig med differentialkvotienten af funktionen f differen-
tieret mht. u, multipliceret med differentialkvotienten a funktionen g, differentieret mht. x.

Eller pa matematisk form:

Givet den sammensatte funktion, h(x) = f (g(x)).

Da er differentialkvotienten lig med: h'(x) = f'(g(x))-g'(x)
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Opgave 100: Lgsning

Der skal dannes en sammensat funktion, h( )="f(g ( ), hvor
u=g(x)=2x-1 og = f(u)=+u

d) Udregn h(1), h(5) og h(13) ved at begynde med at udregne g(1), g(5) og

9(13) og derefter at indsztte disse tal i funktionen f (u) i stedet for u.

g(1)=2-1-1=2-1=g(1) =1 h(1)=v1<h(1)=1
g(5)=2-5-1=10-1=g(1) <9 h(9)=v9 < h(1)=3
g(13)=2-13-1=26-1=g(13) < 25 h(25)=+/25 < h(25)=5

e) Opstil et udtryk for n(x).
h(x)=~2x-1

f) Opskriv definitionsmangden, Dm(h) for h(x).
2x-1>0

0
2x>1




