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Introduktion

Vektorer i rummet — eller 3D vektorer — er som udgangspunkt ikke veesentligt forskelligt fra
vektorer i planet. Der er selvfolgelig emner, som specifikt omhandler det, at veere i rummet,
men rigtig mange af de kendte funktioner fra det kendte 2D-stof, som mere eller mindre kan
genbruges.

Det 2-dimensionelle koordinatsystem

Det er efterhanden rutine, nar grafer, linjer, trekanter og andre elementer, skal indleegges i et
plant koordinatsystem.

Koordinatsystemets opbygning / nyt eller repetition?

Et kartesisk koordinatsystem er et retvinklet koordinatsystem. Det betyder at de to (eventuelt
tre) akser er ortogonale (vinkelrette) pa hinanden. Dermed forstas, at alle punkter i koordinatsy-
stemet opfattes som en skaring mellem linjer parallelle med akserne, hvorved der opstér en ret
vinkel for alle punkter.

My
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41

Mindstekravene til et koordinatsystem er — akserne (naturligvis), benavnelser pa begge akser
(typisk — men ikke altid x- og y-aksen), pile pa begge akserne som angiver i hvilken retning ver-
dierne tiltager og gerne mindst én skalainddeling pa hver akse.



http://da.wikipedia.org/wiki/Linje
http://da.wikipedia.org/wiki/Parallel
http://da.wikipedia.org/wiki/Akse
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Det 3-dimensionelle koordinatsystem

Det tredimensionelle koordinatsystem har mange faellestreek med det todimensionelle. Det kan
nemt opfattes som et todimensionelt koordinatsystem, hvorpa der er “klistret” en z-akse pa, som
star vinkelret pa bade x- og y-aksen.

I folkeskolen, blev dette emne naevnt — netop som et 2D-koordinatsystem, hvor z-aksen “kom ud
i hovedet” fra tavlen. Dette blev symboliseret som en cirkel med en prik i midten — altsd som
nar spidsen af en pil kommer imod en. ( ® ) Havde man i stedet behov for at symbolisere at no-
get forsvandt ”ind i tavlen” brugte man en cirkel med et kryds inden i — altsd nar man ser en pil
bagfra med styrefjerene. ( ® )

Pudsigt nok, fik man en forklaring pa begge muligheder, men skal man overholde de mest an-
vendte metode, sa er den eneste mulighed den, hvor z-aksen peger ud mod laeseren.

Se nedenstéende eksempler:

~ ~

|y |y
2 2
1 1
() X A\ X
2 1 s/ 1 2 2 1 (o 1 2
1 1
2 2
3D-koordinatsystem, hvor z-aksen peger 3D-koordinatsystem, hvor z-aksen peger
ud mod laseren. (Korrekt) ind i papiret/skermen. (Forkert)

Det indses imidlertid hurtigt, at dette ikke er nogen praktisk afbildning af et tredimensionelt
koordinatsystem.

Skal man tegne et tredimensionelt koordinatsystem, kan man valge to metoder. Tages der ud-
gangspunkt i et helt normalt todimensionelt koordinatsystem, kan z-aksen jo vende hhv. opad
eller nedad fra origo. Disse kaldes for hhv. venstrehénds-system og hejrehdndssystem.
Selvom begge systemer kan anvendes, er det mest normalt at anvende hgjrehdndssystemet, og
det er altid i1 dette notat givet, at der arbejdes med et hojrehandssystem.

Venstrehdndssystem ses til venstre, og hajrehdndssystem ses til hajre.
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Naér forskellen pa de to systemer benavnes hhv. ”venstrehandssystemet” og “hgjrehandssyste-
met”, er det fordi man nemt kan huske forskellen ved at se pé sine haender:

Husk igen, at der ALTID benyttes hgjrehandssystemet 1 dette notat. Det vil ogsa svare til opgaver
til eksamen og de fleste opgaver i det "virkelige liv”.

Man kan ogsa huske “hgjrehandsreglen” fra fysik. Hvis man der holder hgjre hand med finger-
spidserne i stremmens retning, sa vil tommelfingeren angive magnetfeltets nordpol.

Den samme bevagelse kan bruges til at kontrollere et tredimensionelt koordinatsystem:

Hvis man placerer handen saledes, at fingerspidserne peger i x-aksens retning og drejer finger-
spidserne séledes at de drejer hen mod y-aksen, s& vil tommelfingeren angive z-aksens positive
retning.

b4

Naturligvis er mindstekravene for et tredimensionelt koordinatsystem mage til de mindstekrav,
som allerede er beskrevet for et todimensionelt koordinatsystem.

Afbildninger:

Der er typisk fire mader at tegne/vise noget tredimensionelt:

Perspektivisk: Dette er en flot, men upraktisk méde at fremstille noget i 3D. Da perspektiv ikke
kan bruges til at mélsatte lengder og afstande bruges den aldrig i tekniske tegninger.

Isometrisk: (Mercedes-atbildningen). I denne fremstilling vises de tre akser med 120°’s drej-
ning. Enhederne er ens pé de tre akser. Den er nem at bruge, men figurer kan af og til vaere
svaere at se, da de kan blive forvanskede pga. aksernes beskaffenhed.

Oblique: Her er objektet der skal vises tegnet korrekt, set forfra, mens dybden gengives med en
skra vinkel — typisk mellem 30° og 45°.

Dimetri: Ved dimetri afsattes leengden pé x-aksen i halv leengde, hvilket
giver et mindre merkvaerdigt udseende end isometrien. Bruges sjeldent til
hurtige skitser, da den er svar at konstruere.
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Punkter i rummet

Det er efterhanden indlysende, at alle matematiske legemer i et koordinatsystem bestér af en
raeekke punkter, er det naturligt at begynde med at definere et punkt i rummet.

En position eller et punkt, kan fastlegges vha. tre verdier — en for hver dimension.
Som udgangspunkt, valges blot tre tal, der hhv. angiver: x-, y- og z-vardierne.

Et punkt skrives som P(x;y;z).

(2;0;3)
(0;4;3)

P(xyy;z) =(2:4;3)

0;0;0) (Origo)

y (0;4;0)

. /
N v

W - - -==
+ N i

T (2:4:0)

Ee—

Kassen pé ovenstéende figur er tegnet, sd det fjerneste hjerne er placeret i origo. Desuden har
kassen dimensionerne 2 (i x-aksens retning), 4 (i y-aksens retning) og 3 (i z-aksens retning).

Tegner man en stedvektor, OP | fra origo (abenlyst) og til punkt P, kan denne skrives som:

S
~
1

2
yi=|4
3

Hust, at der er tale om et vektorkoordinat. Det er derfor koordinaterne skrives i en parentes over
hinanden uden brekstreger!

Vektorens pilpunkt som et punktkoordinat, skrives: P =(x;y;x)=(2;4;3).
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Afstandsbestemmelse

Skal man beregne afstanden mellem to punkter (i rummet), kan man ofte gere det nemmest vha,
vektorer. Det er nemlig relativt simpelt at beregne laengden pé en vektor, og derved er ogsa af-
standen mellem vektorens begyndelsespunkt og pilpunkt fundet.

3
z
(0:0:3)
(2:0;3‘
y(0:4.3)
P(xy,z) = (2,413)
~—— ] X
(0;0,0) (Origo)
/‘2‘ ' Sy
y
X
1,7

Se pa ovenstiende figur.

Malet er at finde leengden af vektoren ‘OTD , som blev vist i forrige kapitel.

Forst findes afstanden af vektoren, men kun i xy-planet. Altsa, praecis som det blev vist i1 afsnit-
tet om vektorer i planet.

Fra tidligere, vides det, at l&engden af vektoren i planeter: £, = JAx* +Ay® . Denne beregning

er vist med magenta farve i ovenstiende figur.
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(0;4,0)

Danner man nu en ny trekant (den grenne trekant), hvor den netop fundne afstand er en af kate-
terne og hgjden af kassen er den anden katete, ma hypotenusen vaere lig med vektor OP , og
leengden af den fremkommer umiddelbart af folgende udregning.

Lengden bliver da:
|OP|=[A,," + 22
)
07i- | b
)

0P| = A + &7 + 82" =\[(, =2, + (3 -0, ) +(z -2 )

Idet det erindres, at kvadratroden af noget” i anden potens bare er lig med “noget”.
(Kvadratroden af noget” i anden er markeret med orange skrift i ovenstaende udregning).

Indseettes de aktuelle vaerdier for kassens ydre mél i dette eksempel fas:

ey
g

(0B —NF 7 # 57 = aTT679
g

08|~
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Opgaver til ”Punkter i rummet og vektorleengder”

Opgave 01 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 467 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to punkter: 4(-1;3;4) og B(4;-2;1)
a) Bestem koordinaterne til vektoren AB.

b) Bestem lzengden af vektoren AB.

Opgave 02 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 468 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet en trekant : 4(1;3;1), B(2;5;0) og C(4;1;3)
a) Bestem leengderne af trekantens sider.

b) Bestem storrelsen af vinkel A.
b+t -d’

2-b-c

(Tip: Husk cosinusrelationen fra trigonometri: @’ =b*> +¢* —2-b-c- cos(A) S A= arccos[

¢) Bestem arealet af trekant ABC.

1 .
(Tip: Husk arealformlen fra trigonometri: Areal = 5 a-b-sin (C ) )

d) Bestem koordinaterne til midtpunktet pa siden BC.

X, =X V=N .5 5 )
27 2 72

(Tip: Husk midtpunktsformlen fra analytisk plangeometri: M (x; y;z) = (

e) Bestem lzengden af medianen m,,..

E
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Opgave 03 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 469 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

En pyramide med rektanguler grundflade og hejde # =4 cm er indlagt i et rumligt
koordinatsystem som vist pa figuren:

a) Bestem koordinaterne til toppunktet 7 og grundfladens hjernepunkter
A, B, C, og D.

b) Bestem lzengden af en af pyramidens sidekanter, s.

Opgave 04 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 470 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

En del af en rumlig gitterkonstruktion er indlagt i et rumligt koordinatsystem som
vist pa nedenstaende figur. Alle mél er i meter og konstruktionen antages symme-
trisk over husets leengde.

a) Bestem koordinaterne til punkterne 4, B, C, D, E og F.

b) Bestem leengderne af steengerne AD, AE, BE, CE og CF.
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Vektoraddition og -subtraktion og skalering i rummet:

Hele teorien om vektoraddition og -subtraktion og skalering (multiplikation med en skalar) i
planet kan direkte overferes til det rumlige tilfaelde.

Se blot pa falgende eksempel:

Givet tre vektorer:

3 4 8
a=| 2 ,Bz -5 |og c=|3
-1 6 7

Bestem leengden: ‘;l +2b— E‘ .

Forst bestemmes koordinatszttet til vektoren a +2b —c.

3 4) (8) (3 2:4) (8
a+2b—c=| 2 |+2:| 5|3 |=| 2 |+|2:(-5)|-| 3
-1 6) (7) (-1 2:6) (7
0
3 8 ) (8) ( 3+8-8

a+2b—c=| 2 |+|-10|=|3|=| 2=10-3
-1 12 7) (-1+12-7

3
a+2b—c=|-11
4

Dernast findes l&engden af vektoren a+2b-c.

la+2b—¢[= 3" +(-11)" +4’ =0 +121+16
8
la-+2b—c| =146 ~12,08
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Opgaver til ”Addition, subtraktion og skalering

Opgave 05 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 473 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to vektorer:

a) Bestem koordinaterne til vektor a+b og leengden ‘Zz + Z;‘ .

Vektoren a+b har begyndelsespunkt i (1;3;2) .

b) Bestem koordinaterne til vektorens pilpunkt.

Opgave 06 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 474 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet tre vektorer:

-2 5 3
p=|11|,g=|-3|og r=|2
3 2 6

a) Bestem koordinaterne til vektor ; + (} +r og lengden ‘; + Z] + ;‘ .
b) Bestem koordinaterne til vektor ; - ;1 —r og lengden ‘; - & - 17‘ .

¢) Bestem koordinaterne til vektor 2; + 4c} ~3r og lengden ‘2; + 42] - 3;‘ .
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Enhedsvektorer

Enhedsvektorer i koordinatsystemet (Basisvektorer)

Som i afsnittet om enhedsvektorer i planet er en enhedsvektor defineret som en vektor, der har
leengden 1.

En enhedsvektor i tredimensionelle koordinatsystem er en vektor med laengden 1, der er parallel
med enten x-aksen, y-aksen eller z-aksen. De benavnes ofte som i, j og k, og skrives som:

J

Nar enhedsvektorer i tredimensionelle koordinatsy-
stem navnes kort allerede her, sa er det fordi det er
nemt at forestille sig, at alle vektorer kan dannes ved

®vek k

99,90

at tage “’x” antal i —vektorer og ”y” antal ; —vektorer

og 7’z” antal k —vektorer og derved danne enhver
vektor i rummet.

Lidt begreber

En enhedsvektor er en vektor, der har l&engden 1.

En enhedsvektor benavnes som regel: e.

Hvis det er en enhedsvektor, der er baseret pa en anden vilkarlig vektor — altsé en vektor, som
har samme retning som en “oprindelig” vektor, men med leengden 1, kalder man den som regel

for f.eks.: a , hvis den oprindelige vektor blev kaldt for a.

Hvad bruges enhedsvektorer til?

Man kan forestille sig, at man ved at et emne bliver pavirket af en kraft med en vis storrelse.
Dog er man ikke helt sikker pa, hvilken retning emnet bliver pavirket i.

Kan man regne retningen ud (som en vektor, der peger i den rigtige retning), sé er det vel indly-
sende, at den retningslese kraft (der jo blot er en skalar), bare skal have associeret en retning til

sig.

Det kan geres ved at multiplicere denne skalar (som jo er en retningsles vektor) med en enheds-
vektor (som jo er en vektor). Lige som det er tilfzeldet med multiplikation af skalarer, sé vil stor-
relsen af produktet veere uforandret, sdfremt en af (eller begge) faktorerne er lig med 1. Sa den
egentlige konklusion af denne operation er, at “man multiplicerer med en retning”, hvilket jo
kan vare ganske snedigt ...
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I kapitlet om vektorprojektion, beskrives et seerdeles handgribeligt eksempel pa, hvad enheds-
vektorer kan bruges til.
Bevis: Formlen for enhedsvektorers koordinater.

Igen — som s& mange gange for og som s& mange gange herefter — er det ”Reglen om ens-vink-
lede trekanter”, som er den drivende kraft i dette bevis.

Det onskes bevist, at:

X v VZ
X, =7= 08 V.= 08 Z,=i=
g g

v

Givet en vektor v med koordinaterne v_, v, og v_, som vist pd nedenstidende figur.

y

Skal man bestemme koordinaterne til v ’s enhedsvektor, eT , opstilles to ensvinklede trekanter,
som kan beskrives (ifelge ”Reglen om ensvinklede trekanter””) med felgende forhold:

€ - ___ =—= 0g £ =

V)

=

(X (Disse tre udtryk isoleres mht. hhv. x, og ye)

vx v)’ Vz
X, ==, YV, =75 02 z,=1=
M M

Da enhedsvektoren jo er en vektor, kan disse tre udtryk samles i folgende:

1
=Yy
g
1%
X
— 1 1
TSI Y
M g
vZ
1
=V,
M
Ve
v
- V}
e = T)
) ‘ ‘
\4
Ve

<
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Opgaver til ’Enhedsvektorer”

Opgave 07 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 475 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet en vektor, a:

a) Bestem koordinaterne til vektor a's enhedsvektor a.
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Skalarproduktet
Man skriver skalarproduktet mellem vektor a og vektor b som:
W o)
hvor v er vinklen mellem vektor a og vektor b.
I nogle bager, og i daglig tale i visse kredse, omtales skalarproduktet ogsé som
prik-produktet. Dette skyldes naturligvis notationsformen med den store prik. Det
anbefales dog, at man holder sig til at benytte udtrykket: ”Skalarproduktet”. Bade i
tale og péa skrift.
Handlingen beskrives som: At tage skalarproduktet af vektor a og vektor b
Til gengeld accepteres det ogsa at anvende verbummet: ”At prikke” — igen for at
kunne skelne mellem en ordinaer multiplikation og et skalarprodukt som et syno-
nym for “’skalarproduktet.
Syntaks: ”At prikke vektor @ og vektor 5.
Der er en klar og entydig sammenhang mellem skalarproduktet og vinklen mellem
de to vektorer, som man tager skalarproduktet af. (Beviset kommer senere).
Bemark (og laer!) folgende skema:
Vinkel: Mindre end 90° Lig med 90° Sterre end 90°
(Spids vinkel) (Ret vinkel) (Stump vinkel)
Skalarprodukt: | Positivt 0 Negativt
Iser er det vigtigt at bemarke, at hvis vinklen mellem de to vektorer er lig med
90°, s er skalarproduktet lig med 0. En naturlig foelge af, at cos(90°) er lig med 0.
Fortegnsvariansen af skalarproduktet er dog ogsa meget vasentlig — ikke mindst
som en
”on-the-fly”” kontrol af beregninger af skalarprodukter.
Som allerede naevnt er skalarproduktet givet ved en DEFINITION.
Der findes imidlertid ogsé en anden definition pé skalarproduktet, som iser er an-
vendelig, hvis vektoren er givet pa koordinatform.
. - a\’ 7 bX
Givet to vektorer: a=| ~ | og b=
ay by

— Da kan skalarproduktet beregnes som: ash = a b +a, b,




Notat 24 Michel Mandix (2026)

Side 20 af 67 Vektorer i rummet

Nér det kommer til at beregne vinklen mellem to vektorer, er det genialt at der er to forskellige
definitioner op skalarproduktet. Det betyder nemlig, at man pa baggrund af de rektangulaere ko-
ordinater, kan beregne vinklen mellem to vektorer.

Husk, at i rummet vil der altid kunne udspandes et plan, som er defineret af to vektorer. (Et
plan defineres af tre punkter. To vektorer kan defineres at tre punkter, hvis f.eks. deres begyn-
delsespunkt er faelles, sa derfor kan et plan defineres af to vektorer).

Opsummering:
avh = ‘(;HZ;‘ -cos(v)

asb=a b +a, b,

‘a‘-‘b‘-cos(v) =a,-b +a,-b +a,-b,

a b +a, b +a.-b, a, b +a, b +a_ b,
COS(V): 105 - 2 2 2 2 2 2
‘aHb \/a)C +a, +a, -\/b)C +b," +a,
a b +a, b +a.-b,
V = arccos

2 2 2 2 2 2
\/ax +ta, +a, -\/bx +b," +a,
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Opgaver til ”Skalarprodukt”

Opgave 08 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 476 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to vektorer:

8 -5
a=|-3 og b=| 2
6 1

Bestem vinklen mellem vektor a og vektor b.

Opgave 09 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 477 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to vektorer:

5 t
a=|-6 og b=| 6
2 -2

Bestem ¢ saledes at a | b.

Opgave 10 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 478 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)
Givet trekant ABC med

A(3;2;4), B(6;0;5) og C(4:8:1)

Bestem ¢ saledes at a | b.

Opgave 11 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 479 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet vektorerne:

-2 -3
a=| 6 og b=|9
10 15

Undersog om de to vektorer er parallelle.
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Opgave 12 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 480 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet vektorerne:

3 t
a=|-1 og b=|-4
5 20

Bestem 7 siledes, at de to vektorer bliver parallelle.




Michel Mandix (2026) Notat 24

Vektorer i rummet Side 23 af 67

Vektorprojektion i rummet

Vektorprojektion er allerede forklaret i notatet om vektorer i planet. Heldigvis, kan
man relativt nemt forestille sig, at der i rummet eksisterer et vilkarligt plan, som
indeholder to vektorer.

(To vektorer alene vil jo altid udspande et plan, sé det er jo ikke nogen vild pé-
stand).

Det kan indses, at teorien bag vektorprojektion i rummet er praecis magen til den
teori, som 14 bag vektorprojektion i planet — netop pa grund af den péstand, at to
vektorer udger et vilkarligt plan i rummet.

En vektor kan projiceres ind pa en anden vektor. I praksis vil det sige, at man finder
en vektors ’skyggebillede” ind pa en anden vektor.

Eksempel 13.1:

X

Figur 21: To vektorer. Vektor b’s skyggebillede skal projiceres ned pa vektor a.

a, 5 b, 2
Pé ovenstéende figur ses to vektorer: a=|a, |=| 2| og b=|b, |=|3
a, 4 b, 2

For den forste del af teorien, er det ikke nedvendigt at overveje den tredje di-
mension. Forstielsen er den samme.

Men veer klar over, at i opgaverne om rumgeometri indeholder vektorkoordi-
naterne ogsa repraesentanten for den tredje dimension, nemlig z-vaerdien.

Skal man bestemme projektionen af vektor b ned pé vektor a , skal man forestille
sig en lyskilde, som er uendelig stor og uendeligt langt vaek og som er placeret et
eller andet sted” oppe til venstre for de to vektorer.

Forestiller man sig yderligere, at denne lyskilde far vektor b til at kaste en

’skygge” ned pé vektor a , s& mé denne skygge aftegne sig pé en del af vektor a.

Da lyskilden teenkes at vaere uendelig stor og uendeligt langt vaek, ma skyggebille-

det tegne sig vinkelret ned pé vektor a.
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Uendeiig stor lyskilde, som
er placeret uendeligt langt vaek

Figur 22: Da lyskilden er uendelig stor og uendeligt langt veek, er skyggen vinkelret ned pa vektor a.

Resultatet er den ”skygge”, som aftegnes pa vektor a . Den er indtegnet med blat pa neste figur.

Y

]

Figur 23: Skyggebilledet svarer til den indtegnede bla vektor E .

Denne nye bla vektor er projektionen af vektor b ned p vektor a . Den skrives som: b, .

Det er imidlertid ikke nok at tegne den. Det er naturligvis vigtigt, at man kan beregne projektio-
nen.
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For forstaelsens skyld flyttes vektor b siledes at vektor b har sit begyndelsespunkt et sted pa

vektor a .

-1 0 1 2

=1

Figur 24: Vektor b parallelforskydes af nemheds hensyn, s& den netop rerer ved vektor a.

Taenker man — bare for et gjeblik — at man drejer vektor a og vektor b , siledes at vektor a bli-

ver vandret, sa kan vektor b og vektor lz placeres med deres pilpunkt i origo i et lokalt koordi-
natsystem.

”Ikke y 2

Sl

gl

”Ikke x

Figur 25: Hele figuren drejes af psedagogiske hensyn, sa vektor E bliver vandret.

Af denne figur ses det, at lengden af vektor Iz kan findes ved at multiplicere leengden af vektor

b med cosinus til vinklen mellem vektor a og vektor 5. Resten kommer af den gode gamle
regel om ensvinklede trekanter. (Se evt. notatet om trigonometri).
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|bj| = |l;| -cos(v) "Leengden af projektionen, hvis vektor b er givet i poleere koordinater:"

I dette eksempel er vektor 5 kun givet ved et st koordinater, s dette er altsa ikke godt nok ...

Denne lengde kan ogsé bestemmes pa en anden méade. Definitionen (en af dem) af skalarpro-
duktet erindres som:

asb = ‘ ‘ ‘b‘ cos(v)<:> ‘b‘ cos(v)

Hejresiden af denne ligning er netop blevet bestemt, hvilket giver:

ab

"Laengden af projektionen, hvis vektor b er givet i rektangulere koordinater:"

_ash av-bx+ay-by+az-bz 5:242:3+4-2  10+6+8

H Ja+a’+a’ S 3 e2r 4 2544416

0

24 24 8
bl=—t=1="%358
a5 355

S& uanset om vektor b er givet ved polare eller rektangulere koordinater, er leengden af vektor
b nu kendt ved beregning.

Selve projektionsvektoren er dog ikke bestemt endnu — kun leengden af den ...

S& hvad er det, der mangler? Det er selvfolgelig retningen. Det er tidligere i dette notat gennem-
gaet, hvorledes man kan multiplicere med en retning”. Det er ved at multiplicere med en en-
hedsvektor, som har samme retning, som den vektor, der projiceres ned pa — og det er jo i dette
tilfzelde: vektor 4.

Her er den eneste forskel mellem at finde en vektorprojektion i planet og en vektorprojektion i
rummet. Det skyldes, at ndr man skal udregne enhedsvektoren, sé er det nu nedvendigt at inklu-
dere den tredje dimension, nemlig z-aksen og den dertil herende z-vaerdi.
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Beregning af vektor ¢ ’s enhedsvektor:

4 4
‘Zl Ja +a’ +a’
ax
o =tla o= o] —2
21 g I 17 | e ooy
4, %
‘Zz‘ Ja +a’ +a’
)
__ o 5
ool 2 ool 2%
RV CEN EE “ | 25+4+16
4 ___ 4
J52 422147 J25+4+16
(i
D [A
Va5 | 35
~ |2 | ]2
4 A
V45) (35

Dette er altsé den enskede retning. Nu er der kun tilbage at multiplicere projektio-
nens lengde med projektionens retning.

b, =b,|-e,
(i
S ) (8.5 ) (40
W5 | [ V535 |35
po8 2 || 8. 2 |_|16
535 |5 O3S | 3s
s |2 4| |2
35) (V5 35) \3:5
(i
8
31 (2,6667
b, = 16141 1,0667
A CREE
32 ’
15
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Opgaver til ”Vektorprojektion”

Opgave 13 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 481 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet vektorerne:

4 -9
a=|-6|& b=| 5
3 7

a)  Bestem laengden af vektor 5 ’s projektion pa vektor a.
b)  Bestem vektorprojektionen af vektor 5 ’s projektion pa vektor 4.
c)  Bestem lngden af vektor 4 ’s projektion pa vektor 5.
d)  Bestem vektorprojektionen af vektor « ’s projektion pa vektor 5.
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Parameterfremstilling af en linje

Allerede pé grundforlgbet, var rette linjer pa me- T ===
nuen. Det er kendt viden, at linjens ligning kan
skrives som: y=ax+b.

Her er a lig med linjens haeldning og b er linjens
skaering med y-aksen.

Skal man tegne linjen ud fra forskriften, vil man
typisk begynde med at markere det punkt pa y-
aksen, hvor linjen skerer. Derfra kan man sé gé
1 enhed til hgjre pa x-aksen og markere a lodret
op eller ned (athaengig af a’s fortegn) og der afsatte det naeste punkt. Man kan gentage det sid-
ste trin, hvis man ensker flere punkter — altsa ga yderligere 1 enhed til hgjre for det senest teg-
nede punkt og igen afsatte a lodret derfra ...

Det er noget mere kompliceret, hvis man gnsker at gore dette i rummet. Vel kan man afsatte et
punkt pé y-aksen, men hvilken retning skal man sa ga derfra for at afsaette de naste punkter.

Der er brug for noget mere konkret, nar man arbejder i rummet.

Forskellen mellem at arbejde med linjer i planet og i rummet er nu ikke sa stor, nar man far set
narmere pa det. I stedet for en haeldning og skeering med y-aksen, skal man nu kende eller ud-
regne et fast punkt (ankerpunkt) pa linjen (ligesom med linjen i planet) og sa en retningsvektor 1

stedet for en haeldning.

Se pé nedenstiende figur.

Figuren viser en (red) linje, som 1 princippet streekker sig i begge retninger i al uendelighed. Det
ses, at linjen gér igennem punktet £, (X,;¥,:2, ). (Det er den rumlige stedfortreder for b, som i
planet var skaeringen med y-aksen — altsé et kendt punkt).

Det ses ogs4, at der langs linjen er en (lilla) retningsvektor, v. Det er stedfortreederen for det
plane stigningstal/haldningskoefficient.
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Hele formélet med denne ovelse er, at kunne beskrive et hvilket som helst punkt P(x;y;z) pa

linjen. Det kan gores ved hjzlp af stedvektoren OP, da den kan opfattes som resultanten af
summen af de to vektorer: OP, og PP .

Ligningen for dette bliver da:

OF=OF + BP
Det gode gamle trick med at beskrive punkter i koordinatsystemet som stedvektorer benyttes
igen.

Det bemarkes, at distancen PTP ogsé kan noteres som: ¢ .. Hererten parameter.

?g DEN DANSKE ORDBOG
; R

Slar man ordet “parameter” op i Den Danske

Ordbog ses det, at det er en storrelse, som e
hele tiden varierer, men som er konstant i en- |+ e Parameter s, mies
hver enkelt konkret beregning. e - it ®

Betydninger

) w"‘EEH’.fﬂ . Search Wapeda swarch

Den engelske udgave
af "Wikipedia” har en
lignende definition: .

Her beskrives en para-
meter som en mangde (vardi), som @ndrer karakteristika for en funktion.

Parameter (disambiguation)

Det er altsd en vaerdi, som kan &ndre sig for at beskrive et system, som gennemgér flere stadier.

En linje kan betragtes som en serie af punkter (en sammenhang mellem en x-verdi og en y-
veerdi) som er beliggende langs en ret linje. Da der i princippet er uendeligt mange punkter, op-
fattes en linje ikke som en mangde af punkter, men blot som en ret linje.

En parameter kaldes ofte for #, da en made at forklare det pa, kunne veere, at et system sendrer
sig efterhdnden som tiden gar. ¢ er da et udtryk for tid.

Her i matematikken, skal det nu mere teenkes pa som at tiden gér uendelig hurtigt. P4 den made
kan ¢ antage alle verdier, og grafen eksisterer naturligvis over det hele” uanset tidspunktet.

Med dette tankeszt for ¢ og dermed ogsa for ¢ . kan ovenstdende ligning omskrives til:

OP=0P, +1-r

X X, r, X, t-r, X X, +t-r,
YIZ[ Yo [T 1 (|| Vo | T | S|V |=| VottT,
z z, A z, t-r, z zy+t-r,
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Malet er naet. Det er nu muligt at bestemme et punkt P pé linjen ved at kende et fast punkt
B, (xy:¥,:2,) og linjens retning givet ved en retningsvektor 7.

Det skal lige bemaerkes, at det faste punkt pé linjen i parameterfremstillingen kan vere et hvil-
ket som helst punkt, som er beliggende pa linjen. Det kan f.eks. vere et af de to givne punkter
eller et helt tredje punkt — bare det er beliggende pa linjen.

Ligeledes kan enhver retningsvektor, som har den samme retning bruges. F.eks. er der i denne
forbindelse ingen forskel pa disse tre retningsvektorer:

1 3 -1
= ,;z 6| og r=-21,
3 9 -3

da de alle er parallelle med linjen.

Der er derfor uendeligt mange forskellige, men korrekte lasninger, nar man far opgaven at be-
stemme en parameterfremstilling for en linje.

Eksempel:
Bestem en parameterfremstilling for den linje, som gar igennem punkterne:
A(-2;3;4) og B(6;-15).
Forst bestemmes retningsvektoren, ved at udregne vektorkoordinatet mellem de to punkter.

Bemerk, at der ikke opstir problemer ved at ”blande” punktkoordinater og vektorkoordinater,
da punkterne undervejs bliver “oversat” til stedvektorer.

b/\‘_AX
r=|b,-4
b -4,
)
6-(-2)
r=| -1-3
5-4
)
8
r=|-4
1

Som allerede nevnt, kan ethvert punkt pd linjen bruges som fast punkt. Her vises de to lgsnin-
ger (ud af uendeligt mange), som er baseret pé de to punkter, som er givet i opgaven.
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X -2 8 X 6 8

yi|=| 3 |+¢t:|-4]| eller |y|=|-1|+t|-4

z 4 1 z 5 1

Dette kan ogsa skrives (lige sa korrekt) pa formen:

X -2+ 8¢ X 6+ 8¢
y|=| 3-4t eller | y|=|-1-4¢
z 4+t z 5+t¢
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Opgaver til ”Den rette linje”

Opgave 14 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 482 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Opstil en parameterfremstilling for hhv. x-, y- og x-aksen.

Opgave 15 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 483 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet en trekant ABC med:
A=(3;2;4), B=(6;0;5) og C=(4:81)

Bestem vinklerne A4, B og C.

Opgave 16 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 484 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet tre punkter:

A=(-315), B=(2-4;-2) og C=(12;-14;-16)

Undersog om de tre punkter ligger pa en ret linje.
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Skeering mellem to linjer i rummet:

I notatet om ”Analytisk plangeometri”, blev det behandlet, hvordan to linjer i planet kan inter-
agere med hinanden. For at opfriske emnet, sé er der tre mader, hvorpa to linjer kan ligge i for-
hold til hinanden pa i planet.

1) De kan vere parallelle, men ikke sammenfaldende.
Hyvis det er tilfzldet, er der ingen fzlles punkter mellem de to linjer.
2) De kan vere parallelle og sammenfaldende.
Her er der uendeligt mange lasninger, da linjerne ligger lige oven i hinanden.
3) De kan have forskellige haldninger, og er dermed ikke parallelle.
I dette tilfaelde ma der vaere ét og netop ét skaringspunkt mellem de to linjer, under
den forudsatning af definitionsmeangden er alle reelle tal for begge linjer.

De forste to af disse tilfaelde, kan overferes direkte til det rumlige koordinatsystem.
Men det er ikke helt nok, at se pa de tre ovenstdende punkter, for der er jo en ekstra dimension, sa
der er lidt flere muligheder.

Sa i rummet er der folgende fire muligheder:

1) De kan vere parallelle, men ikke sammenfaldende.
Hyvis det er tilfzldet, er der ingen fzlles punkter mellem de to linjer.

2) De kan vere parallelle og sammenfaldende.

Her er der uendeligt mange lgsninger, da linjerne ligger lige oven i hinanden.

3) De kan have forskellige retninger, og er dermed ikke parallelle, men i samme plan.
I dette tilfaelde mé der vaere ét og netop ét skaeringspunkt mellem de to linjer, under
den forudsatning af definitionsmangden er alle reelle tal for begge linjer.

4) De kan have forskellige retninger, og er dermed ikke parallelle, men i forskellige pla-
ner.

I denne situation siger man, at linjerne er vindskave, og der er ingen felles punkter
mellem de to linjer.

Tilfelde 1)

Hvis de to linjer er parallelle, men ikke sammenfal-
dende, kan det sammenlignes med en togstrekning
med to spor. To tog, som kerer pa hver sit spor, vil
aldrig kunne stede sammen. Der er ingen fallespunk-
ter mellem de to togspor.

Tilfzelde 2)

Hvis de to linjer derimod er sammenfaldende (og dermed
nedvendigvis parallelle), kan det sammenlignes med en
enkeltsporet togstraekning. Der er masser (uendeligt
mange) af steder, hvor to tog kan stede sammen — uanset
om de kerer i modsat retning imod hinanden eller om et
tog bliver indhentet og ramt af et andet tog.
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Tilfeelde 3)

Som det er tilfeldet i planet, sa vil to linjer skeaere hinanden, hvis de har
forskellige heeldninger. Overfort til det rumlige koordinatsystem, vil det
stadig geelde. Bemaerk, at der i et “’billede af dagligdagen” er masser af
forskellige planer i et system. F.eks. er der omkring et vejkryds i en
storby planer repraesenteret af vejbaner, lodrette veegge, etageadskillelser.
Nér biler stader sammen, befinder de sig nedvendigvis pa det samme
plan.

—
/Ql

“

D

A Pg

Tilfzlde 4)

Nar fly flyver, vil man kunne se, hvis man felger med pa en radar, at de af og til steder sammen.
I virkeligheden er det meget, meget sjaeldent at fly steder sammen i luften. Og hvis man ser or-
dentligt efter pa radaren, kan man se, at der for hver flyvemaskine er noteret flyvehgjden. Flyve-
lederne ser dette, som det mest naturlige og forestiller sig himlen som et rumligt koordinatsy-
stem, og kan adskille flyenes ruter i forskellige hgjder. S& hvis man ser situationen lige ovenfra,
sé ser det ud som om at flyene steder sammen, men de flyver ikke i samme hgjde.

Et andet eksempel, som er mere

jordneert ;-) er en motorvej, som

krydses af en motorvejsbro. i i : R~

Her kan to biler sagtens befinde sig '
pa den samme lokation, set ovenfra,

men da den ene bil kerer pé vejen

under broen og den anden bil kerer

oppe pa broen, vil mgdet mellem

dem vaere harmlest, da de ikke kan

ramme hinanden.

Bemark den blé hejdeforskel pa tegningen.

Der er som navnt tre tilfelde. Faktisk er der fire, men to af dem giver det samme resultat.

Forst kan det betale sig at afgere, hvorvidt de to linjer er parallelle. Det gores nemmest ved at
betragte de to retningsvektorer og afgere, om de er skalerbart ens. Ofte kan det nemt afgeres ved
at betragte fortegnene pa de to retningsvektorer. Hvis de er ens eller direkte modsat, er der mu-
lighed for, at man kan multiplicere den ene retningsvektor med et tal og fa den anden retnings-
vektor. Hvis det pé trods af fortegnene ikke kan lade sig gore at skalere den ene retningsvektor
til den anden, sa er de to linjer ikke parallelle.

Hvis det viser sig, at vektorerne har den samme retning (skaleret eller €j), s& er der to mulighe-
der. Enten er de sammenfaldende eller ogsé er de beliggende to forskellige steder.

Hvis de to linjer er sammenfaldende, sa er der uendeligt mange fallespunkter — og dermed ogsé
uendeligt mange lgsninger pa, hvor de to linjer ”skaerer” hinanden.

Hvis de to linjer ikke er sammenfaldende, vil de aldrig kunne komme til at rere hinanden, og der
er dermed ingen fellespunkter. (L =9).
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Herefter er der sa igen to muligheder.
Enten sa kommer linjerne til at skaere Begynd her
hinanden i netop ét punkt, eller ogsa er
de vindskaevt beliggende og har ingen
reringspunkter.

Parallelle

Skal man bestemme matematisk, om to
linjer 1 rummet skarer hinanden i et
punkt, all e punkter eller ingen punkt,
kan man betragte det som i eksemplet Vindskzve Sammenfaldende
med flyvelederne. Problemet betragtes
”fra oven”. Det vil sige, at man kan (i i Nej
forste omgang) “ngjes” med at under-

Ja
sgge om x- og y-koordinaterne er sam- et ingen T
menfaldende skeeringspunkt skeeringspunkter skaeringspunkter

Det er barneleerdom, at man skal bruge én ligning for at finde én ubekendt, to ligninger for at
finde to ubekendte etc.

Hvis man her betragter de to linjers parameterfremstillinger, s er der netop to ubekendte: nem-
lig s og t. (Ganske som det var tilfeeldet i afsnittet om “Komposanter” i notatet om vektorer i
planet.

Sagen er bare, at der er tre ligninger. Der er nemlig tre regnskaber at holde styr pé: x-regnskabet,
y-regnskabet og z-regnskabet. Det giver tre ligninger.

Det er ikke nedvendigvis en god ting at have tre ligninger til to ubekendte. Man kunne forestille
sig, at det var ren luksus at have en ligning i overskud, men det betyder jo bare, at den tredje lig-
ning ogsa skal passe ind i systemet, og det er ikke altid s lige til.

Om overbestemmelser, kan man finde folgende pa Internettet:

En overbestemt ligning er et system af flere ligninger med faerre ubekendte, end der er

ligninger, hvilket typisk betyder, at der ikke findes en praecis lesning. Ofte opstar der I dette tllfmlde cr det dOg ntet mlndre end genl_
inkonsistenser eller modstridende informationer i et overbestemt system, som ger det alt at haVe tre ligninger tll to ubekendte. Det

umuligt at finde et saet veerdier for de ubekendte, der tilfredsstiller alle ligningerne

samiidigt. @ betyder, at man kan undersege problemet for x
Hvad det betyder for losningen « og y — altsé to ligninger (ud af vektorens ind-

* Mangel pa en entydig lesning: | et system med et ubekendtantal af ligninger for

et antal af ubekendte, vil et overbestemt system typisk ikke have en lasning, der byggede tre llgnlnger) for at ﬁnde ud af5 om de
LA to ligninger kan befinde sig pd samme xy-koor-

« Konflikt mellem ligninger: De forskellige ligninger kan indeholde modstridende

oplysninger, hvilket betyder, at der ikke findes en fzelles lesning for alle. dlnat pé Samme tld Det passer jO llge tll S Og t.
Eksempel
Forestil dig, at du har to ligninger med kun én ubekendt, for eksempel x: Viser det Sig’ at der er en mullghed for at de to
1. x=3

linjer befinder sig pa samme sted, sa kan man
_ - bruge den tredje ligning som en kontrol om,
Dette er et overbestemt system, fordi du har to forskellige krav til, hvad x skal vaere,
hvilket er umuligt at opfylde samtidigt. Her er der ingen vaerdi af x, der kan tilfredsstille hvorvidt de to lan er sa Ogsé kommer til at
begge ligninger pa samme tid. « . s .
ramme hinanden i z-koordinatet.

2. x=5

Sa det, man i praksis ger, er at undersgge om der er en “apparent intersection” — en tilsynela-
dende skaring. Dette gares som allerede forklaret ved at betragte hele systemet ovenfra — lige-
som flyvelederne — for at se, om de to linjer pa et tidspunkt kan befinde sig pa det samme punkt
i planen. Hvis det er tilfeeldet, benytter man s& de to fundne variable s og ¢ til at satte ind i den
tredje ligning for at se om der er tale om en rumlig kollision mellem de to linjer.
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Dette vises ved et eksempel:

Givet to linjer: a og b.

x 2 1 2+s x -5 2 —5+2¢
a:|y|=|-2|+s:|4|=|-2-4s b:lyl|=| 4 |+t 3 |=| 4+3¢
z 3 3 3+3s z 2 —4 2-4¢

Forst betragtes de to retningsvektorer for at fastsla om de er parallelle.

1 2
E: -4 ogaz 3
3 -4

Det indses nemt, at de to linjer ikke er parallelle. Nemmest ses det pa vektorkoordinaternes for-
tegn. De er hverken ens eller direkte modsatte:

Sa det vil aldrig veere muligt at gange den ene med en faktor og fa den anden som resultat.
Altsa kan det konkluderes, at de to linjer ikke er parallelle.

De to vektorer sattes lig med hinanden. Men forst ’eksploderes” de to vektorer for at se de tre
ligninger hver for sig:

x: 2+s = —5+2¢
y: 2-4s = 443¢
zZ: 3+3s = 2-4¢

Hvis der eksisterer et skaringspunkt, betyder det, at der eksisterer verdier for s og ¢, som kan
opfylde alle tre ligninger.

Forst arbejdes med de to forste ligninger (x og y). Det behover ikke at vaere netop disse to lig-
ninger. Velg dem, som ser ud til at veere de nemmeste at arbejde med.

Fra den forste ligning fas:

2+s=-5+2t

g
s=-5+2t-2

|}
s=2t-17
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Dette udtryk for s indsettes i ligningen for y:

2 —ds=4+3t
i
2-4-(20-7)=4+3t
i
—2-8r+28=4+3¢
0
—8t—3t=4+2-28
i
“11r=-22

)
t=2

Dette resultat saettes igen ind i den forste ligning (x-ligningen).

s=2t-17
g
§=2-2-17
g
s=-3
Nu kendes s og .

Det er her, at man for en gangs skyld kan drage nytte af at der er en overbestemmelse. Her viser
det sig nemlig, at hvis man indsatter s og ¢ i den tredje ligning (husk, at det er x-ligningen), sa
vil det stemme, hvis der er et skaeringspunkt i rummet, og hvis det ikke stemmer, sa er linjerne
vindskaevt beliggende.

3435224
)
3+3-(—3);2—4-2

Det ses, at det stemmer. Konklusionen er derfor, at der eksisterer et skeeringspunkt mellem de to
linjer.

Nu skal det blot bestemmes:
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Nu indsettes en af parametrene, s eller ¢ 1 en af de respektive linjers parameterfremstilling.

Det er faktisk fuldsteendig ligegyldigt, om man indsatter parameteren s i parameterfremstillin-
gen for linje a eller om man indsetter parameteren ¢ i parameterfremstillingen for linje .

Her vises begge muligheder for peedagogikkens skyld. Det forventes IKKE i opgaverne, at man
laver begge udregninger.

x 2+(-3) -1 -1 x) (-5+2:2) (-5+4) (-1
a: |y|=|-2-4-(-3)|=|2+12|=| 10 b: |y|=| 4432 |=| 4+6 |=| 10
z 3+3-(-3) 3-9 -6 z) (2-4-2 2-8 ) (-6

Resultatet er det samme!

Konklusionen er, at skeeringspunktet mellem de to linjer ligger i: (x; y;z) = (—1;10;6) .

Det er ok at skrive det som et punktkoordinat. Det hele kan jo, som det er forklaret mange
gange, oversattes frem og tilbage til stedvektorer.
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Opgaver til ”Skeering mellem to linjer”

Opgave 17 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 485 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

To rette linjer: a og b er givet ved deres parameterfremstillinger:

x 10-5¢ X 21-4¢,
a: |y|=|-1-¢ | & b:|y|=]10-3
z 6 -3t z -1+4¢,

a) Underseg om de to linjer har et skeringspunkt.
b) Bestem i bekrzaftende fald dette skeeringspunkt.

Opgave 18 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 486 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

-10
En ret linje, £, gar gennem punktet (x; V5 z) = (12;10; —5) og har en retningsvektor a =| =5
9

En anden ret linje, m, gar gennem punktet (x; y;z) = (6; —2;—4) og har
-2

retningsvektoren a =|-3,5
4

a) Underseg om de to linjer, k og m, har et skeeringspunkt.
b) Bestem i bekrzeftende fald dette skeeringspunkt.

Opgave 19 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 487 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

To rette linier p og q gér igennem folgende punkter:

p: (12;10,-5)  og (20,—4;3)
q: (5:-8;3) og (10;6;7)

Undersog om de to linjer skzerer hinanden, og bestem i bekrzaftende fald skaringspunktet.
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Vektorprodukt
Lad der vaere givet to vektorer, a & b .

Disse to vektorer er ikke parallelle, og vinklen mellem dem ligger i intervallet ]0°180° .

Det sidste krav kan virke overfladigt, men det er jo strengt taget muligt, at en vinkel, mélt i den
positive omlgbsretning kan ligge i intervallet ]00;3600[ . Hvis dette er tilfeldet, kan det vaere
ngdvendigt at bytte om pé vektorernes “raekkefolge” — altsd sddan at i stedet for at arbejde med
vinklen mellem a og b, sé mé man arbejde med vinklen mellem.

Notationen for vektorproduktet er: axb , og dette kaldes for vektorproduktet.
Nogle kilder vil kalde det for krydsproduktet.

Ligesom ved skalarproduktet, er der to definitioner pa, hvordan det udregnes, men der er en me-
get veesentlig forskel:

Hvor resultatet af skalarproduktet gav et tal (en skalar), sa giver vektorproduktet en vektor.
(Her er det ogsa muligt at beregne leengden af denne vektor).

Lengden af vektoren defineres som:

_ EEEIED

hvor v er vinklen mellem vektor a og vektor b.

Bemerk, at det er LENGDEN af den vektor, som udgeres af vektorpro-
duktet, der er givet her. ‘

Bemerk ogsé rekkefolgen pa vektorerne. Det er vektorproduktet af vek-
tor ¢ MOD vektor a .

Igen kan bruges hejrehdndsreglen pé praecis samme made, som da z-ak-
sens retning skulle praeciseres ud fra x- og y-akserne.

(=)}

De to vektorer a og b udspander et parallelogram i det plan,

hvor de begge befinder sig.
Det viser sig, at lengden af vektorproduktet, numerisk set er
det samme som arealet af parallelogrammet.

Det vises i det folgende:

A= hajde - grundlengde

Som det kendes fra trigonometrien:
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_ modstdende katete _ h

sin(v) = . ==
hosliggende katete ‘b‘

g
h= ‘B‘ . sin(v)

Grundlinjen kan ogsa udtrykkes som leengden af vektor a , hvilket giver:
Areal = ‘gz‘ . ‘l;‘ -sin(v)

Hermed er det vist, at den numeriske vaerdi af vektorproduktet axb erdet A
samme som arealet af det parallelogram, som udspandes af de to vektorer. b
ax
Endvidere skal det bemarkes, at den vektor, som opstar som resultat af b
vektorproduktet er vinkelret pd begge vektorerne. n o
Andres fortegn pa vektorproduktet, fis den modsat rettede vektor.
bxa a
=-axb
Y

Konklusion:

Vektorproduktet er en vektor, som star vinkelret pa de to vektorer, som bruges i udregningen
af vektorproduktet. Retningen af denne vektor bestemmes af hgjrehdndsreglen. Denne vektor
udregnes som:

(;le;)xzzy Zy =a,-b,—a_ b,
axb=| (axB) =\ *=a.-b,-a, b,
(szl;)zzzj Zj =a,-b,—a, b,

Langden af denne vektor er en numerisk sterrelse, som ogsa er lig med arealet af det paralle-
logram, som udspandes af de to vektorer. Denne kan udregnes som:

‘axz‘z‘c}‘-‘g‘-sin(\/),

Hvor v er vinklen mellem de to vektorer. (Denne kan ofte udregnes vha. skalarproduktet).
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Opgaver til ”Vektorprodukt”

Opgave 20 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to vektorer:

3 -6
a=| 2 ogl;: 8
-5 1

a) Bestem vinklen mellem a og b.

b) Bestem axh.

Opgave 21 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to vektorer:

-5 2
a=| 6 ogl;: 8
-3 6

a) Bestem arealet af det parallelogram, der udspzendes af de to vektorer a og b.

Opgave 22 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to vektorer:

2 5
a=|-8|ogh=|10
11 -7

a) Bestem koordinaterne til axh.

b) Bestem det areal, der udspaendes af to vektorer a og b.
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Parameterfremstilling af plan

Lad der veare givet et rumligt koordinatsystem,
hvori der er tre punkter:

A(%0¥537,)» B(B,:B,:B.) og C(C,:C,;C.).

De tre punkter, der ikke kan ligge pa en ret
linje, udspander et plan, « .

Tenker man tilbage pa afsnittet om “kompo-
santer” 1 "Notat om vektorer”, kan man erin-
dre, at hvis to vektorer (som ikke er parallelle)
er skalerbare, sd kan de — idet de hver iser kan skaleres, hvis de bliver adderet, give ethvert
punkt i planet. Som sadvanlig bliver hele alle punkter “oversat” til stedvektorer for at de kan
udregnes som vektorer.

Som det var tilfeldet i planet, kan dette sagtens overfares til det rumlige tilfaelde, og enhver
vektor, som ligger i planet « , kan opleses 1 hhv. vektorerne 4B og AC’s retninger.

Igen — som det var tilfeldet 1 afsnittet om “Komposanter” 1 ”Notat om vektorer”, gaelder:
AP=5-AB+1-AC

Antages det, at origo er udgangspunktet i det rumlige koordinatsystem, kan punktet P angives
pa felgende form:

OP=0A+s-AB+t-AC
Vektorkoordinaterne til hhv. AB og AC udregnes:

Hvilket giver:

X X, B —x, C -x,
yi=ly [+s- By—y0 +1- Cy—yo
z z, B -z, C, -z,

Den hurtige forklaring (til eksamen) er, at et plan kan udspandes af to vektorer. To vektorer,
kan dannes vha. tre punkter, hvis de deler et fellespunkt. Dette faellespunkt er punktet:

(xo; Vo3 2o ) , og det fungerer som et “ankerpunkt”, hvorfra alle punkter i planet udregnes ved at

gange hver af vektorerne med en faktor, og derefter laegge dem sammen.
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Planets ligning p4 normalform

Et plan kan skrives pa flere mader. Det er allerede vist, hvordan man kan beskrive et plan ved
hjeelp af en parameterfremstilling.

En anden made er at beskrive et plan ved
hjeelp af planets ligning pa4 normalform.

Lad der i planet veere givet en vektor, PTP .

P, =(x,:)y:2,) er udgangspunktet, eller an-
kerpunktet, som er beliggende i planet og
P=(x;y;z) som er et vilkarligt punkt — ogsd

beliggende i planet.

Dvs. at vektoren PTP er beliggende i planet. Vektorens koordinater udregnes som:

X=X,
REP=|y-y,

zZ -z,

a
Planets normalvektor, n=|b| ervinkelret pa planet. Og det vil igen sige, at vektorerne PTP og

c

n er vinkelrette pa hinanden — uanset hvor punktet P ligger i planet i forhold til F,.

Da de to vektorer er vinkelrette pd hinanden, m4 deres indbyrdes skalarprodukt vare lig med 0.

nePP=0
0
a-(x=x))+b-(y—y,)+c-(z-z2,)=0
g
ax—ax, +by—by,+cz—cz,=0
g

ax+by+cz—ax,—by, —cz,=0
g (Da —ax,, —by, og —cz, alle er konstanter, samles de i én konstant: d.)

ax+by+cz+d=0

Der skal kun bruges én vektor (ETD) for at udregne selve planets ligning (pa normalform), men
der skal jo bruges to vektorer (eller tre punkter) for at udregne vektorproduktet, som skal udreg-
nes for at bestemme normalvektoren, ».
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Opgaver til ”Planets parameterfremstilling og ligning”

Opgave 23 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

A=(2;1;4), B=(-3;6;,—1) og C =(5;7;8)

a) Opstil en parameterfremstilling for planet.
b) Opstil en ligning for planet.

Opgave 24 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet et plan med ligningen:
3x—4y—-7z+25=0

a) Undersog om punktet (5;3;4) ligger i planet.
b) Bestem to punkter i planet med x =8.
¢) Bestem to punkter i planet med y =35.

d) Bestem to punkter i planet med z=2.

Opgave 25 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Et plan har parameterfremstillingen:

x 3 2 -8
yi|=|-5|+s-] 4 |+t-| 6
z 8 -3 5

Bestem en ligning for planet.

Opgave 26 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Et plan har ligningen:

—2x+3y—-5z+24=0

Bestem en parameterfremstilling for planet.
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Opgave 27 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

En pyramide med kvadratisk grundflade med grundflade-
kant = 4 cm og en hgjde = 6 cm er indlagt i et rumligt

koordinatsystem som vist pa figuren.

Opstil ligninger for pyramidens fire skra sideflader.

Opgave 28 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Et hus med rektanguler grundflade er
indlagt i et rumligt koordinatsystem som

vist pa figuren. Alle mal er i meter.

Opstil ligninger for husets 7 flader:
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Skeering mellem to planer

I den averste figur pa denne side ses to planer,
som skerer hinanden.

Som det ses, vil skeringen mellem to planer
danne en ret linje (den bla linje).

Pé den nederste figur, ses et tversnit af de to pla-
ner. De skerer hinanden i en vinkel, v. Bemaerk, 7

at det ALTID er den spidse vinkel, som er resulta-

tet. (Med mindre andet er anfort). &

v N

-
b
\')

Det ses ogsé, at vinklen mellem planerne nedven-
digvis ogsa mé vere vinklen mellem planernes
respektive normalvektorer. Denne egenskab be-
nyttes, nar vinklen mellem to planer skal bestemmes.
Givet to planer:

a: a -x+b-y+c-z+d =0 B a,-x+b,-y+c,-z+d, =0

Udtrykket for linjen bestemmes som en parameterfremstilling, som vil vere lgsningen til lig-
ningssystemet af de to planer  og f.

En af variablene, x, y eller z (typisk x), erstattes af parameteren, z. Derved kan ¢ opfattes som
vaerende bekendt, mens y og z opfattes som ubekendte.

S& nu haves to ligninger med to ubekendte (y og z) i et lineart ligningssystem. Loses dette lig-
ningssystem, vil resultatet vare, at variablene y og z er udtrykt ved parameteren ¢.

Derved er alle tre variable, x, y og z udtrykt ved parameteren ¢. (Husk, at x til at begynde med
blev erstattet af parameteren ¢. Det betyder at der kan opstilles en parameterfremstilling for
skaeringslinjen

Dette vises for det generelle tilfzlde:

x=t

a: a-t+b-y+c-z+d =0 B a,-t+b,-y+c,-z+d, =0

Ligningerne isoleres mht. z.

a: ¢-z=-a -t—b-y—d B ¢, z=—a,-t—b,-y—d,
b omact by 4 g et by d
o (& (& ) ) &
o _—a-t=b-y-d B _~4,-t=b-y—-d,
C‘1 cz

De to udtryk samles nu, da begge udtryk er lig med z.




Michel Mandix (2026) Notat 24

Vektorer i rummet Side 49 af 67

(_al ‘t=b, ’y_dl) (_az t—b, ’y_dz)

¢ ¢,
g

¢, (—a,-t=b -y—dl)zcl-(—az-t—bz-y—dz)
g

C-at+c, b y+c,-d=c-a,-t+c¢ b, y+c -d,
g

¢, b -y—c-b,-y=c-a,-t+c-d,—c,-a,-t—c,-d,
g

y(cz-bl—cl -bz)zt'(cl-az—cz~al)+cl-d2—cz-a’1
g

t-(c] -a, —c¢, '(11)+Cl -d,—c,-d,

y=
)

y

¢ b —¢ b,

_G6:4,76-4 ¢-d,—c,-d

¢, b —c b, ¢, b —c b,

Nu haves et udtryk for y alene udtrykt ved ¢. Dette indsettes 1 udtrykket for z.

- cl'az_cz'al,H_Cl'dz_cz'dl
_Ta-t by dlz_al'f_ ¢ b—¢ b, ¢ b—¢ b,

4

&} ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

bl.fwaz—cz-fﬁ.Hbl.(fa'dz—Mj )
1

¢ b —¢ b,

e e} c

bl‘cl'az_cz'al bl‘(cl'dz_cz'le )
1

. ¢ b—¢-b e ¢, b —¢ b,

¢ ¢ ¢ ¢

Dette udtryk ser fuldsteendig sindssygt ud! Det er ogsa kun med — dels for at bevise, at det er
sandt, men ogsa nok den nemmeste made, hvis man er fristet til at lave et Excel-ark, som kan
give lgsningerne.

Det er nemmere at se pé et konkret eksempel:
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Eksempel:
a: —x+5y—-3z+1=0 B 3x—y+2z+4=0
x=t
a: —t+5y—-3z+1=0 p: 3t—y+2z+4=0

Ligningerne isoleres mht. z.

a: —3z=t-5y—-1 p: 2z="3t+y—-4

Ligningerne ganges igennem med hhv -2 og 3 for at opna 6z pa begge venstresiderne.

a: 6z=—"2t+10y+2 p: 6z=-9r+3y—-12
Da begge ligninger er lig med 6z, s&ttes hgjresiderne lig med hinanden.

—2t+10y+2=-9t+3y—-12

g
10y—-3y=-9¢+2t-12-2
g
Ty=-Tt—14
g
y=—t—2

Hvilket settes ind i udtrykket for z:

2z=-3t+(-t—-2)—4
i
2z=-3t—1-2-4=-4(—6

)
z==2t-3

x blev til at begynde med sat til ¢, hvilket betyder, at alle tre koordinater nu kendes som et ud-

tryk af ¢.
X t 0 t
ﬁ A‘kwring: y =| —I— 2 = _2 +- _1
z -2t-3 -3 -2




Michel Mandix (2026) Notat 24

Vektorer i rummet | Side 51 af 67

Opgave 29 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to planer:

I: 5x=3y+z+12=0
1 —x+8y—-3z-4=0

a) Bestem en parameterfremstilling for skzringslinjen mellem de to planer.
b) Bestem vinklen mellem planerne.

Opgave 30 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to planer:
3x-2y+5z-3=0 og X+5y—z+2=0

a) Bestem vinklen mellem de to planer.
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Skeering mellem linje og plan

Lad der vare givetet plan a: ax+by+cz+d =0.

a
Som altid har planet & normalvektoren: n=|b|.
c
X X, +t-r,
Lad der ogsé veere givet en ret linje, (, med parameterfremstillingen: (: | y |=| y, +¢-7,
z zyt+t-r,
Ty
Denne linje har retningsvektoren: r= r,
rz

En linje og et plan kan interagere med hinanden pa tre méder:

1) Linjen kan vaere parallel med planet og ligge i planet.
Hyvis det er tilfzeldet er der uendeligt mange fzelles-
punkter mellem linjen og planet. Det kan ogsa indses,
at eftersom planets normalvektor er vinkelret pa pla-
net, s ma linjen igen vere vinkelret pa normalvekto-
ren. Da er ner=0.

St

s
~
R

2) Linjen kan vaere parallel med planet, men ikke
beliggende i planet. I dette tilfeelde er der ingen
feellespunkter, men selvom linjen ikke er belig-
gende i planet, sa er ner=0 stadigvaek. (Husk, at
man bare kan bruge en anden reprasentant for den
samme vektor eller med andre ord — man kan pa-
rallelforskyde en vektor efter forgodtbefindende).

=7

4

Tﬂ.t

3) Hoyvis linjen ikke er parallel med planet (og der arbejdes med en tilpas stor definitions-
mangde), sa vil linjen skaere planet i et enkelt punkt.

Adl)

Linjens retningsvektor er vinkelret pa planets normalvektor: ner=0.

Det kan undersgges om linjen er beliggende i planet ved at indsette linjens ankerpunkt i planets
ligning og se, om det stemmer.

Ad2)
Faktisk samme situation som i Ad1), bortset fra, at planets ligning ikke vil stemme, nér linjens
ankerpunkt indsettes.
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Ad3)
Hvis ner #0, betyder det at linjen ikke er parallel med planet.
I det tilfeelde indszettes linjens koordinater i planets ligning.

Dette vises nemmest ved et eksempel:
Givet et plan, «, og en linje, (.

X 1+2t
a: 2x—4y+3z+4=0 og (: |y |=| 3+4¢
z -2+ 5¢

Linjens koordinater indsaettes i planets ligning:

2-(1+21)—4-(3+4t)+3-(-2+5t)+4

)
2+4t-12-16t—6+15t+4=0
0
3-12=0
)
=12
0
t=4

Det vil altsa sige, at skaeringspunktet eksisterer, nar linjens parameter, ¢, er lig med 4.
Altsa indsattes vaerdien 4 i stedet for parameteren i linjens ligning:

X 1+2-4 1+8 9
l: ] yl=| 3+4-4 |=| 3+16 |=[|19
z -2+5-4 -2+20 18

Igen betragtes dette som en stedvektor, sa punktkoordinatet for skaeringspunktet mellem planet,
a, og linjen, (, er:

(x;y;z) = (9;19;18)

Det er ogsa muligt at finde vinklen mellem planet og linjen.
ner=a-r,+b-r,+c-r, =‘n‘-‘r‘-cos(v),

hvor v er vinklen mellem linjen og normalvektoren!

Bemerk, at planet ikke er neevnt i denne sammenheng!
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IN]
(\)

n=|b|=n=|-4 i =a? + b+ & = \[2 4 (~4) +3 =VA+16+9 & |n| =29

o o
w

oY

2
r=|r, |er=|4 =2 +n2 42 =22+ 4 457 = 4416425 = || =45 =35
) IR

Disse resultater indsettes i skalarproduktet, og giver:

a.rx+b.ry+c-rzz‘]_f;‘-‘;‘-COS(V1)
g
2.2+(—4)-4+3-5=\/E-3\/§~cos(vl)
g
4—16+15=3-@-«/§-cos(v,)
g

3
342945
)

1
NN
g

v, = arccos(

)
v, =85,2364°

=cos(,)

=cos(,)

ard

Nu er det vigtigt at huske, at dette er vinklen mellem linjen og normalvektoren, som jo er vin-
kelret pa planet. Derfor er det komplementvinklen til v, som er det endelige resultat.

v=90°-v,

0 i L
v=90°-85,2364° 98 'f-'

g .
v=4,7636° v \V o
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Opgaver til ”Skeering mellem linje og plan”

Opgave 31 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 499 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet et plan o og en ret linje ( :
a: 8x—y+3z+5=0

X 2—t
l:y|= 4¢
z -3+ 2t

a) Bestem koordinaterne til skeeringspunktet mellem ¢ og (.
b) Bestem vinklen mellem «og (.

Opgave 32 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 500 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet et plan «:

a: 2x+y-z+4=0
Og en ret linje, der gdr igennem punkterne A(1;4;3) og B(5;2;0).

a) Bestem en parameterfremstilling for den rette linje.
b) Bestem koordinaterne til skaeringspunktet mellem planet @ og den rette linje.

c) Bestem vinklen mellem planet « og den rette linje.

Opgave 33 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 501 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

En pyramide med kvadratisk grundflade og grundflade- 4z
kant = 3 c¢m og hegjde = 5 c¢m er indlagt i et rumligt koordi-
natsystem som vist pa figuren:

a) Bestem vinklen mellem to skré sideflader, der ligger
over for hinanden.

b) Bestem vinklen mellem to skra sideflader, der stader
op til hinanden.
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Afstand mellem punkt og plan

Generelt, ndr man taler om afstande i rummet, s er der tale om den korteste af-
stand mellem to objekter.

Victor Borge har engang sagt: ’Den korteste afstand mellem to mennesker er et
smil.”

Og selvom denne péstand er smuk og formentlig sand i sin egen humanistiske fa-
con, sa er den matematiske definition af den korteste afstand den vinkelrette af-
stand.

Det blev vist i afsnittet om ”Afstand mellem punkt og linje” i notatet om ’Vektorer
i planet”.

Afstanden, e, mellem et punkt P, (x,;¥,:2,) og et plan, L i)

a:ax+by+cz+d =0 kan udtrykkes som:
e= ‘PTDO‘ -cos(v), som vist pé figuren til hejre:

Idet den hosliggende katete i en retvinklet trekant kan ud-
regnes som:

cos (V) _ hosliggende katete
hypotenusen

g

hosliggende katete = hypotenusen - cos (v)

,da n er

Forestiller man sig udtrykket som en brek, kan breken forleenges med ‘ﬁ

en normalvektor til planet « .

‘ﬁ‘-‘PTDO‘-cos(V)
e=—"——
g

Lige netop ‘EHPTDO ‘ . cos(v) er jo skalarproduktet ﬁ-PT’O (jvfr. en af definitionerne

pa skalarproduktet) mellem de to vektorer n og PTDO . Som set i afsnittet: Planets

ligning pa normalform”, kan dette ogsé skrives som: a-x, +b-y,+c-z,+d .

Desuden er det kendt, at H =Ja’+b* +c* .

Sluttelig kan det hele sammensattes i en endelig formel for e (afstanden mellem
punkt og plan).

_|a-xo+b-y0+c-zo+d|

\/a2 +b*+¢*
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Da der er tale om en afstand (som aldrig kan vere negativ), geres telleren nume-
risk.

Eksempel:
Givet et punkt P, = (3;5;2) ogetplan a:2x+6y—z+12=0
Bestem afstanden mellem punktet P, og planen « .

_|a-x0+b-y0+c-zo+d|

\/a2 +b* + ¢

0
2:3+6-5+(-1)-2+12] [6+30-2+12] 46
e= = =

[2 46 +(-1) J6+36+1 43
0

e=7,0150

Afstand mellem punkt og linje

Skal man bestemme (den vinkelrette) afstand, e, fra et punkt, £, (xo; yo;zo) til en linje, { , kan
det gores med folgende formel:

—_— LACATATS)
distzez‘PPo‘-sin(v). :

Her er P(x;y;z) et vilkérligt punkt pa en

linje, ¢, og roer linjens retningsvektor.

Af en af definitionerne af vektorproduktet, fas:

‘;xP—PO‘ = H ‘P—PO‘ -sin(v)
g
\?g\-sm(va
d

Forekomsten af ‘PTDO ‘ . Sin(v) i bade det omskrevne vektorprodukt og afstandsformlen, udnyttes:
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Eksempel:
X 2+t
Givet et punkt P, =(8;10;6) og en ret linje, ¢ med parameterfremstillingen: | y |=| 2t |.
z 3-4¢

Bestem afstanden mellem punktet £, og den rette linje (.

Der veelges et vilkarligt punkt pa linjen (. Man kan overveje, om der ikke er en lidt mere “nem”
vilkarlig linje fremfor andre. Hvis det er muligt, s& er det nemt at sette parameteren ¢ til 0. Der-
ved bliver punktet til konstantdelen (ankerpunktet) fra parameterfremstillingen.

X 2
{(gyt| ¥ |=] 0|, hvilket giver punktet: P(PK,;RV;PZ)=(2;O;3)
z 3

Vektoren PT’O udregnes:

R.=F) (8=2) (6
PR =| P, -P |=10-0|=10
R.-P) (6-3) |3

Vektorproduktet mellem r og PTDO udregnes:

a, b, 2 10
X = = :a2.b3_a3.b2:2.3_(_4)10:6+40:46
a, by |-4 3
- — a, bl |4 3
rxPPR: y= = :a3-b,—a1-b3:—4-6—1~3:(—24)+(—3):—24—3=—27
a b| |1 6
a bl |1 6
z= = =a,-b,—a,-b,=1-10-2-6=10-12=-2
a, b, 2 10
46
Dvs. at axb =| —27
-2

Verdierne indsattes 1 distanceformlen:

|FxPR| 46> +(-27) +(-2) 2116+72944 2880

Pl ety Vi+dsl6 NI

dist=e=

~1165
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Opgave 34 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Bestem afstanden mellem punktet P, (2; -8; —3) og planet givet ved ligningen
3x+3y+z-3=0.
Opgave 35 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)

(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Bestem afstanden mellem punktet P, (10; 3; 6) og den rette linje givet ved:

X 3+2¢
y|=| 2-t
b4 —5+4¢

Opgave 36 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Et plan gdr igennem punkterne 4(0;0;0), B(2;3;1) og C(5;6;4).
Bestem afstanden mellem planet og punktet P(10;-1;8)

Opgave 37 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

En ret linje gér igennem punkterne 4(0;0;3) og B(3;0;0).

Bestem afstanden mellem linjen og punktet (8;5;6).

Opgave 38 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 7?77 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Givet to planer: o : —Ax+2y-3z+5=0 p: 12x—6y+9z—-8=0

a) Vis, at de to planer er parallelle.
b) Bestem afstanden mellem de to planer.
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Opgave 39 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Etplan a gér igennem punkterne:
(2;0;0),(0;4;0) og (0;0;4).
Se figuren til hajre.

a) Bestem afstanden fra punktet (8;10;7)
til planet c.

b) Opstil ligningen for det plan £ som er
parallel med planet & og som géar igen-
nem punktet (8;10;7).

¢) Bestem planet 8’s skeeringspunkter
med x-, y- og z-aksen.

15
-

Repetitionsopgaver

Opgave 40 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

3 6
Givet vektorerne: a = 2 og b=| -2
4 5

a) Bestem a+b og ‘;z + 5‘ .

b) Bestem a-b og ‘5 —I;‘

¢) Bestem ash.

d) Bestem vinklen mellem a og b.
e) Bestem vinklen mellem a+b og a-b
f) Bestem vinklen mellem a+b og a-b

g) Bestem axb og ‘;XZ‘

h) Bestem 4a—3b og ‘45—313‘.

Opgave 41 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 7?77 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Bestem afstanden mellem punktet (5,4,10) og planet, der er udspaendt af punkterne:
A(05050), B(3;2;4) og ((-2;5;3).
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Opgave 42 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

En pyramide med hgjde = 5 ¢m og grundflade !
formet som en ligesidet sekskant med grund-
fladekant =2 ¢m er indlagt i et x, y, z-koordi-
natsystem som vist pa figuren:

i

a) Bestem koordinaterne til punkterne
A,B,CogT.

b) Bestem afstanden |AT|

¢) Bestem en ligning for planet ABT.

d) Bestem en ligning for planet BCT.

1 ‘e
e -
(]

-

e) Bestem en ligning for linjen BT. E i
f) Bestem vinklen mellem planerne .
ABT og BCT

g) Bestem vinklen mellem pyramidens grundflade og planet ABT.

Opgave 43 (Teknisk Matematik 1997, Preben Madsen)
(Opg. 77?7 Teknisk matematik 4. udg. Preben Madsen)

Et hus med afvalmet tag er indlagt i et x, y, z-
koordinatsystem som vist pa figuren: Alle
mal er i m.

a) Bestem koordinaterne til punk-
terne A, B, C, D, E og F.
b) Bestem afstanden |AE |

¢) Bestem en ligning for planet
ABEF.

d) Bestem en ligning for planet
CDEF.

e) Bestem en ligning for planet ADE.

f) Bestem en ligning for planet BCF.

g) Bestem vinklen mellem planerne ABEF og CDEF.

h) Bestem vinklen mellem planerne ABEF og ADE.
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Kuglen
En kugleflade defineres som ethvert punkt pa en kugles periferi.
Dvs. alle punkter, som har en given afstand (radius — ) fra et givet punkt (centrum — C).

En kugle(skal) er det geometriske sted for den mangde af punkter, som alle har samme afstand
til et givet punkt.

Punktmaengden: {P | |CP|=r}

C=(x3¥0:2) 0g P =(x;y;2)

2

(x—x, )2 +(y=», )2 +(z-z, )2 =r Kugleskallens ligning!

Igen... Det er kuglefladen eller kugleskallen, der tales om her.
Beskrives den massive kugle, fremstilles den ved felgende ulighed:
(x—x0)2 +(y—y0)2 +(z—zo)2 <r?

Idet der jo nedvendigyvis er tale om den mangde af punkter, som alle er pé eller indenfor kugle-
skallen.

Overflade, O, (Areal) O: O=4-7-r

3

Rumfang, V, (Volumen) Vv V= % -T-r

Bemark for resten her, at hvis O og V hver is@r opfattes som funktioner af'r,
sé er V'(r):O(r).

Det samme gelder i gvrigt for cirklens areal og omkreds, hvor:
Omkreds, O, (Langde) 0. 0=2-zmr

Overflade, 4, (Areal): A V=x-r

A'(r) = O(r)
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Kuglens tangentplan:

Et tangentplan til en kugle er et plan, som lige ngjagtig rerer en kugle i et eneste punkt. Det
nemmeste er at forestille sig en bold, som ligger pa et gulv. Da er gulvet et tangentplan til bol-
den.

133 beliggende i planct o .
CP =T - plonets normatvelkior
CB e idenfisk mad e vadivs i k
Pa LCP

I ovenstaende figur er C kuglens centrum med koordinaterne C (CX;C_V;CZ) .

Punktet P er et periferipunkt pa kugleskallen, i hvilket planen netop rorer. P(F;;I—';,;PZ) .

O er et vilkarligt punkt i planet. Da planet bestar af uendeligt mange punkter, og dette bevis skal
galde for alle punkter, sattes O’s koordinater til running” Q(x; y;z) .

(Planets normalvektor), n, ma have samme retning som linjen  (Kuglens radius fra kuglens
centrum til reringspunktet P(I-';;Py ; P ) ).

a
Eller rettere: n=| b | eren forlengelse af kuglens radius.

c

Det kendes fra analytisk plangeometri, at en tangent til en cirkel
(i planet) altid vil vaere vinkelret pa den cirkelradius, som rammer
1 tangentpunktet, P. Det samme kan overfores til tilfeeldet med
kuglen, hvor altsa tangentplanet er vinkelret pé en radius til kug-
leskallen.

Deraf folger, at vektoren n nedvendigvis mé vere vinkelret pa

vektoren P—Q , som er beliggende i planet.

Derfor er det et faktum at skalarproduktet: Z-FQ =0.

Da koordinaterne til alle de involverede punkter er kendt, udregnes vektorerne, som forbere-
delse til at kunne udlede skalarproduktet.

P=C. (a O.-F) (x-F
CP=n=P,-C, |=|D PO=|0Q0,-P |=|y-P,
P-C) \c 0.-r) \V-F
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nePQ =0

g
a\(x—P
blly=-P |=0
c)\y=F.
g
a(x—Px)+b(y—Py)+c(y—Pz)=0
g

ax—abP, +by—-bP, +cz—cP. =0
g (—aR\_ —bP, —cP, samles til én konstant, d).

ax+by+cz+d=0

Til sidst ber udtrykket reduceres mest muligt.

Lad alt dette blive anskueliggjort med et eksempel.

Eksempel:
Givet en kugle med centrum i punktet C(1;-2;1) og et punkt P(4;5;2), som er beliggende pa
kugleskallen.

Planets ligning:
a

a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—-2z,)=0, hvor planets normalvektor, 7, er lig med | b |.

C
P-C\ (4) (1 4-1 3
CP=| P -C, |=|5|-| 2|=|5-(-2) | CP=a=|7
p-c ) (2) 1 2-1 1

er s& samtidig normalvektoren til det plan der seges ligningen til.

Dvs. nér Q(x; y;z) er et vilkarligt punkt i det sggte plan, som er forskelligt fra P (Px;Py;Pz ) ,sd
geelder der at:

Skalarproduktet mellem CP og P—Q er lig med 0 (vinkelret).
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CP-PO =0
)
a)\(Q, —-P 3\ (x—4
bl O, ~P |=0=|7y-5|=0
cJlo.-P 1){z-2
)
a-(Qx—f;)+b-(Qy—Py)+c-(Qz—PZ):O:>3-(x—4)+7-(y—5)+1-(z—2):O
()
3x-12+7y-35+z-2=0
()
3x+7y+z-12-35-2=0
()

3x+7y+z-49=0

Det er ligningen for tangentplanen
Tangentlinje til kugle
Afstanden fra et punkt til en linje skal benyttes i dette ”bevis”. Hvis afstanden fra en kugles

centrum til en linje er lig med kuglens radius, sa ma linjen veere en tangentlinje til kuglen.

Eksempel: En kugle, &, er givet ved ligningen: x* —4x+y* +2y+2z° —2z=36 ogen

X -8 =5
linje, ¢, er givet ved parameterfremstillingen | y |=| 2 [+¢:] 7
z -3 -3

Undersog, om £ er en tangent til K.

Til at begynde med, kvadratkompletteres leddene med x* og x, y* ogy ogmed z° ogz .

X —dx+y +2y+z°—22=36
0

(x=2) =22+ (p+1) =12+ (z-1)" —1>=36
0

(x=2) +(y+1) +(z-1) =36 +4+1+1=42

Dvs., at det er beregnet, at der er tale om en kugle med centrum i
C(2;-1;1) og med radius r = J42

Afstanden fra kuglens centrum til et vilkérligt punkt pa kugleskallen er altsd v42 = 6,48 .

Findes afstanden mellem linjen, ¢, og kuglens centrum, C, findes séledes folgende:
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hvor r er lig med linjens retningsvektor, C er kuglens centrum og P er et vilkarligt punkt pa
linjen.

P -C, -8-2 -10
CP=| P -C, |=|2-(-1)|=| 3
P -C, -3-1 -4
-5 -10
7 |x| 3
rxCP -3 4 19 +10° + 552
dlSl‘(C [ ‘ ‘ :\/( ) + + _\/361+100+3025

R \/ £ 721 (23) J25+49+9  \25+49+9

3486 i
= =42 ~ 6,48
J83 —

Det er séledes bevist, at afstanden fra linjen til kuglens centrum er identisk med kuglens radius.
Derfor ma linjen vaere en tangent til kuglen!
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Opgaver til ”’Kuglen”

486)
Bestem centrum og radius for de kugleskaller, hvis ligninger er:

) X*+y°+z2°-2x+4y—-10z+14=0

2) x>+ +z"-8y+15=0

3) X+ +2°—6x+162+64=0

4) 2x*+2)° +222—10x—16y+34z+169=0

489)
En kugle har centrum i (2;3;4) og radius 6.

1) Opstil en ligning for kuglen, og angiv koordinaterne til kuglens skeringspunk-
ter med koordinatakserne.

490)
En kugle har centrum i punktet C(-3;6;4) og gar gennem punktet (6;0;6).

1) Opskriv en ligning for kuglen.

2) Afger om hvert af folgende punkter ligger pa kuglen, inden i kuglen eller
udenfor kuglen:

A(-12;12;6)

B(5;11;-2)

C(7;10;2)

D(6;12;6)

/o o

493)
En kugle har ligningen: x* + y* +z> —14x+2y—10z =-39.

1) Vis, at punkterne A(11; —5;7) og B(3; —3;9) ligger pa kuglen, og bestem lignin-
ger for kuglens tangentplaner i disse to punkter.




